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1. Vind ze allemaal!

Prof. dr. ir. G.J. (Gerhard) Woeginger
Technische Universiteit Eindhoven

Geef alle continue functies f : R→ R die voldoen aan∫ π

0
f(x) sin2 x dx =

√
π/2 and

∫ π

0
f2(x) sin2 x dx = 1.

Uitwerking.
Herinner (of bereken) dat

∫ π
0 sin2 x dx = π/2. Vermenigvuldig deze vergelijking met 2/π,

vermenigvuldig de eerste vergelijking uit de opgave met −2
√

2/π, en tel beide resulterende
vergelijkingen op bij de tweede vergelijking uit de opgave. Dit geeft

0 =

∫ π

0
(2/π) sin2 x− 2

√
2/π f(x) sin2 x+ f2(x) sin2 x dx

=

∫ π

0

(
f(x)−

√
2/π

)2
sin2 x dx.

Omdat de integrand niet-negatief en continu is, moet deze identiek 0 zijn. Dit laat zien dat
de constante functie f(x) ≡

√
2/π de unieke oplossing voor de opgave is.
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2. Infima van maxima

C.P. (Christophe) Debry MSc.
KU Leuven, Universiteit van Amsterdam

(a) Bepaal het grootste reëel getal X zodat voor alle positieve reële getallen a en b geldt dat

max(a3 − 6b, b3 − 6a) ≥ X.

(b) Bepaal het grootste reëel getal Y zodat voor alle positieve reële getallen a en b geldt dat

max(a3 − 6b+ 13, b3 − 6a) ≥ Y.

Uitwerking.
Voor alle positieve reële getallen x en t geldt (x− t)2(x+ 2t) ≥ 0, i.e. x3 + 2t3 ≥ 3xt2.

(a) Aangezien x3 + 2
√

8 ≥ 6x voor alle x > 0 geldt, voldoen alle positieve reële getallen a
en b aan de ongelijkheid

2 max(a3 − 6b, b3 − 6a) ≥ (a3 − 6a) + (b3 − 6b) ≥ −4
√

8 = −8
√

2.

Omdat hier gelijkheid optreedt voor a = b =
√

2, is het antwoord op (a) dat X = −8
√

2.

(b) Aangezien de ongelijkheden a3+2 ≥ 3a en b3+16 ≥ 12b voor alle positieve reële getallen
a en b gelden, vinden we dat

3 max(a3 − 6b+ 13, b3 − 6a) ≥ 2(a3 − 6b+ 13) + (b3 − 6a)

= 2(a3 − 3a) + (b3 − 12b) + 26

≥ −4− 16 + 26 = 6.

Omdat hier gelijkheid optreedt voor a = 1 en b = 2, is het antwoord op vraag (b) dat
Y = 2.
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3. Grafen kleuren

Dr. A. (Arne) Smeets
KU Leuven

Zij n ≥ 2 een natuurlijk getal. Zij N het grootste natuurlijk getal met de volgende eigenschap:
de volledige graaf op N hoekpunten kan gekleurd worden zodanig dat

• minstens 2 en hoogstens n kleuren gebruikt worden, en
• er geen enkele dichromatische driehoek voorkomt in de graaf, m.a.w. geen enkele drie-

hoek gekleurd wordt met precies twee verschillende kleuren.

Zij V de verzameling hoekpunten en C = {c1, c2, · · · , cn} de verzameling kleuren. Zij ϕ :
V × C → N de functie die aan een hoekpunt v ∈ V en een kleur ci ∈ C het aantal zijden van
de graaf toekent met v als eindpunt en kleur ci.

Bewijs:

(a) ϕ(v, ci) ≤ n− 2 voor alle i;

(b) N ≤ (n− 1)2;

(c) bovenstaande ongelijkheid wordt een gelijkheid indien n− 1 priem is.

Uitwerking.
(a) Stel dat ϕ(v, ci) ≥ n − 1 voor een zekere v ∈ V en i ∈ {1, 2, · · · , n}. Noem de bij-
horende kleur ci “blauw”. Zijn w1, w2, · · · , wn−1 ∈ V hoekpunten zodanig dat de zijden
vw1, vw2, · · · , vwn−1 allemaal blauw zijn. Dan zijn ook alle zijden wjwk (met 1 ≤ j < k ≤
n − 1) blauw, anders zouden we een dichromatische driehoek hebben. Kies nu u ∈ V zo-
dat niet alle zijden uv, uw1, uw2, · · · , uwn−1 blauw zijn; dit is zeker mogelijk omdat de graaf
niet monochromatisch is. Stel zonder verlies van de algemeenheid dat uv niet blauw is maar
“rood”. Dan geldt voor j ∈ {1, 2, · · · , n − 1} dat vwj noch rood, noch blauw is, anders
zou uvwj dichromatisch zijn. Bijgevolg zijn er slechts n − 2 kleuren mogelijk voor de zijden
vw1, vw2, · · · , vwn−1. Bijgevolg moeten twee van deze n − 1 zijden, noem deze vws en vwt
(met s, t ∈ {1, 2, · · · , n − 1}) dezelfde kleur hebben. Dus driehoek vwswt is dichromatisch;
dat is een tegenspraak.

(b) Merk op dat ϕ(v, c1) + ϕ(v, c2) + · · · + ϕ(v, cn) = N − 1 voor alle v ∈ V. We conclu-
deren

N = 1 + ϕ(v, c1) + ϕ(v, c2) + · · ·+ ϕ(v, cn) ≤ 1 + n(n− 2) = (n− 1)2.

(c) Stel dat n − 1 = p priem is. Identificeer de hoekpunten van de complete graaf op p2

hoekpunten met de geordende paren (a, b) met 1 ≤ a, b ≤ p. Kleur de zijde die de hoekpunten
(a, b) en (a′, b′) verbindt blauw als b = b′. Noem de overige kleuren c1, c2, · · · , cp. Indien
b 6= b′, neem dan ` ∈ {1, 2, · · · , p} zodat

` ≡ (a− a′)(b− b′)−1 (mod p)

en kleur de zijde die (a, b) en (a′, b′) verbindt met kleur c`. Het is niet moeilijk om na te gaan
dat die een kleuring oplevert die aan alle voorwaarden voldoet.
Opmerking: de gelijkheid in (c) geldt ook wanneer n− 1 een macht van een priemgetal is.
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4. De A van Abels

Prof. dr. H.W. (Hendrik) Lenstra
Universiteit Leiden

Laat A een groep zijn. We schrijven E voor de verzameling groepshomomorfismen van A naar
zichzelf. Stel dat er een element b ∈ A bestaat waarvoor de afbeelding E → A die f op f(b)
afbeeldt bijectief is.

(a) Is A noodzakelijk abels? Geef een bewijs of een tegenvoorbeeld.

(b) Is A noodzakelijk cyclisch? Geef een bewijs of een tegenvoorbeeld.

Uitwerking.
(a) Ja, A moet abels zijn. Definieer, om dit te bewijzen, voor elke a ∈ A de afbeelding
ϕa : A → A door ϕa(x) = axa−1; dit is een groepshomomorfisme, dus ϕa ∈ E. Met b ∈ A
als in de opgave, geldt ϕb(b) = bbb−1 = b = idA(b), waar idA ∈ E de identieke afbeelding is;
dus ϕb en idA hebben hetzelfde beeld onder de gegeven afbeelding E → A. Die afbeelding is
bijectief, dus ϕb = idA, hetgeen wil zeggen dat voor alle x ∈ A geldt bx = xb. Neem nu x ∈ A.
Dan geldt ϕx(b) = xbx−1 = b = idA(b), dus met hetzelfde argument als zonet volgt ϕx = idA.
Dit betekent dat voor alle y ∈ A geldt xy = yx, en omdat x willekeurig was, wil dit zeggen
dat A abels is.

(b) Nee, A hoeft niet cyclisch te zijn. Een voorbeeld is de additieve groep Q der ratio-
nale getallen. Het is niet moeilijk te bewijzen dat elk groepshomomorfisme Q → Q van de
vorm x 7→ rx is voor een r ∈ Q, dus de afbeelding E → Q, f 7→ f(1) is bijectief. Maar het is
ook gemakkelijk te zien dat Q niet cyclisch is.
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5. Drie-eenvormige trapezia

Ir. H.M. (Harold) de Boer
Transtrend BV

We noemen een gelijkbenig trapezium met benedenbasis K1K2 en (parallelle) bovenbasis L1L2

drie-eenvormig, wanneer we op K1K2 een punt P kunnen vinden zodanig dat de lijnen L1P en
L2P het trapezium opdelen in 3 gelijkvormige driehoeken. De lengte van de bovenbasis L1L2

noemen we l; de lengte van de benedenbasis K1K2 noemen we k; en voor de twee diagonalen
geldt: |L1K1| = |L2K2| = m.
Geef, uitgedrukt in k, l en m, de (voldoende en noodzakelijke) voorwaarden waaronder een
gelijkbenig trapezium drie-eenvormig is.

Merk op: in de schets is l > k, maar dat hoeft niet zo te zijn. Het midden van de bovenbasis
moet wel recht boven het midden van de benedenbasis liggen. Verder zijn de 3 driehoeken in
deze schets overduidelijk niet gelijkvormig.

Uitwerking.
De voorwaarden voor een drie-eenvormig gelijkbenig trapezium zijn:

k ≥ 2m ∨ k = 2l.

Bewijs. We gaan steeds op zoek naar 3 gelijkvormige driehoeken, met hoeken A, B en C. Er
geldt: A+ B + C = 180. De lengtes van de zijden van de bovenste driehoek met basis L1L2

noemen we a, b en c; met a de overstaande zijde van hoek A, etc. De linker driehoek heeft
zijdes xa, xb en xc met x > 0; de rechter driehoek zijdes ya, yb, yc met y > 0.
We bekijken eerst het geval k ≤ l. Te beginnen met de hoeken. De linker en rechter driehoek
hebben een even grote, niet-scherpe hoek in K1 respectievelijk K2. We noemen deze C. De
bovenste driehoek kan alleen een niet-scherpe hoek hebben in P , dus die hoek moet dan ook
C zijn. Noemen we de hoek in P van de rechter driehoek A, dan worden alle andere hoeken
nu eenduidig gedefinieerd: wegens A+B+C = 180 moet de hoek in P van de linker driehoek
B zijn. De tophoeken van de linker en rechter driehoek zijn A respectievelijk B. De beide
resterende hoeken van de bovenste driehoek volgen uit de Z-hoeken K1PL1L2 en K2PL2L1

(zie afbeelding). Merk op, A en B zouden even groot kunnen zijn, maar dat verandert de
situatie niet.
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Nu kijken we naar de lengtes van de zijdes. Uit xc = a volgt x = a
c . En uit yc = b volgt y = b

c .

Invullen geeft keurig voor de beide diagonalen m = xb = ya = ab
c . En voor de benedenbasis:

k = xa+ yb = a2+b2

c .

Met bovenbasis l = c hebben we de zijden van het trapezium zo uitgedrukt in a, b en c. De
vraag is: voor welke combinaties van k, l en m bestaan er dergelijke a, b en c? Daartoe gaan
we a, b en c uitdrukken k, l en m.
We zien: c = l, ab = ml en a2 + b2 = kl. De combinatie van de twee laatsten geeft:

(a+ b)2 = kl + 2ml ⇔ (a+ b) =
√
kl + 2ml ⇔ b =

√
kl + 2ml − a.

Als we deze b invullen in ab = ml krijgen we een kwadratische vergelijking: a2−a
√
kl + 2ml+

ml = 0. Deze laat zich oplossen tot:

a = 1
2

√
l · (
√
k + 2m±

√
k − 2m).

Door dit verder in te vullen krijgen we:

b = 1
2

√
l · (
√
k + 2m∓

√
k − 2m),

c = l.

Dit geeft een oplossing voor alle k, l en m waarvoor geldt: k ≥ 2m.
[Een speciaal geval is k = 2m. Dan volgt a = b en is ABC dus een gelijkbenige driehoek met
tophoek in C. Een ander speciaal geval is k = l, dus het trapezium als een rechthoek. Dan
volgt: a2 + b2 = kl = l2 = c2, en is ABC dus een rechthoekige driehoek met een rechte hoek
in C.]

Blijft over het geval k > l. We beginnen weer met de hoeken. De even grote, nu scherpe,
hoeken in K1 en K2 noemen we weer C. Met C ook weer in P van de bovenste driehoek,
laten alle hoeken zich weer eenduidig net als hierboven invullen. Daarbij kunnen we alle
andere stappen ook herhalen, waarna we uitkomen op dezelfde voldoende en noodzakelijke
voorwaarde: k ≥ 2m.
Maar omdat C nu scherp is, zou C nu eventueel ook niet onderin de bovenste driehoek kun-
nen zitten. We gaan op zoek naar alle mogelijke oplossingen waarbij de onderste hoek van
de bovenste driehoek niet C is. We noemen deze meteen maar A. Stel de hoek rechts boven
in de bovenste driehoek is C, dan volgt uit de Z-hoek K2PL2L1, dat de rechter driehoek een
gelijkbenige driehoek met tophoek A is in L2. Waaruit volgt dat beide hoeken bovenin de
bovenste driehoek dus C moeten zijn. Wegens A 6= C moet de tophoek A van de linker drie-
hoek dan ook bovenin zitten. Welke zijde lengtes passen bij deze formatie van 3 gelijkbenige
driehoeken? Het zal meteen duidelijk zijn dat geldt: x = y = 1 en dat deze formatie mogelijk
is dan en slechts dan wanneer k = 2l.
In het geval (k ≥ 2m) ∧ (k = 2l) hebben we bij m 6= l te maken met gelijkbenige trapezia die
op 2 verschillende manieren zijn op te delen in 3 gelijkvormige (gelijkbenige) driehoeken. Die
zijn dus dubbeldrie-eenvormig.
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6. Oplossingen in paren

Prof. dr. F.J. (Frans) Oort
Universiteit Utrecht

Voor elk priemgetal p schrijven we

n(p) = #({(x, y) | x, y ∈ Fp, y2 = x3 − 2016·x}).

Bereken n(p) voor elk priemgetal p met p ≡ 3 (mod 4). Geef een bewijs dat het antwoord
juist is.

Notatie: Fp = Z/p.

Uitwerking.
Voor elk priemgetal p met p ≡ 3 (mod 4) geldt:

#({(x, y) | x, y ∈ Fp, y2 = x3 − 2016·x}) =: n(p) = p.

Bewijs. Schrijf

n−(p) := #({(x, y) | x, y ∈ Fp, −y2 = x3 − 2016·x}).

We laten zien dat voor elk priemgetal p met p ≡ 3 (mod 4) geldt dat

n(p) + n−(p) = 2p en n(p) = n−(p); conclusie: n(p) = p.

Bewijs van n(p) + n−(p) = 2p:
Voor elke x ∈ Fp met x3 = 2016·x is er precies één oplossing (x, 0) zowel voor
Y 2 = X3 − 2016·X als voor −Y 2 = X3 − 2016·X. Voor elke x ∈ Fp met x3 6= 2016·x zijn er
- óf twee waarden van y met y2 = x3− 2016·x en geen waarden van y met −y2 = x3− 2016·x,
- óf geen waarden van y met y2 = x3− 2016·x en twee waarden van y met −y2 = x3− 2016·x.
We gebruiken hier dat −1 niet een kwadraat is in Fp, en als z ∈ F∗p wel/niet en kwadraat is,
dan is −z ∈ F∗p niet/wel een kwadraat (alleen als p ≡ 3 (mod 4)).
Conclusie: n(p) + n−(p) = 2p.

De substitutie X 7→ −X voert Y 2 = X3 − 2016·X over in −Y 2 = X3 − 2016·X; dit bewijst
n(p) = n−(p).

We hebben nu bewezen dat n(p) = p.

Opmerking. Voor p een deler van 2016 geeft de vergelijking Y 2 = X3−2016·X een singuliere
kromme over Fp; omdat 2016 = 32× 9× 7 kunnen we bovenstaande bewering apart bewijzen
voor p = 3 en voor p = 7; we hebben echter hierboven gezien dat ook in die gevallen het
algemenere bewijs opgaat.

Opmerking. Voor p ≡ 3 (mod 4) met p > 7 volgt de uitspraak uit de Riemann Hypo-
these voor elliptische krommen in karakteristiek p.
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7. Een sneetje spons

Dr. R.R.J. (Raf) Bocklandt
Universiteit van Amsterdam

De mengerspons is een object in de ruimte dat men recursief kan construeren: M0 = [−1
2 ,

1
2 ]3

is een eenheidskubus met als middelpunt de oorsprong. Mn+1 bestaat uit 20 kopieën van Mn

die herschaald zijn met een factor 1/3 en geplaatst worden in de originele kubus zodat elk
van de kopieën een ribbe gemeenschappelijk heeft met de originele kubus (we zetten dus geen
kopieën in de middens van de zijvlakken en geen kopie in het middelpunt van de originele
kubus).

De mengerspons is de doorsnede van alle Mn: M = ∩iMi en is een voorbeeld van een fractal.

De dimensie van een fractal wordt gedefiniëerd als de limiet van een rij:

lim
n→∞

log(aantal kubusjes met zijde 1/n nodig om M te overdekken)

log n
.

Voor een volledig gevulde kubus is deze limiet 3, wat overeenkomt met onze intuitieve notie
van dimensie. Als we kijken naar de mengerspons en ons beperken tot de deelrij met n = 3k,
dan is het duidelijk dat deze fractal de volgende dimensie heeft:

lim
k→∞

log 20k

log 3k
= ln 20/ ln 3 ≈ 2.727.

Op analoge wijze kan je eenvoudig nagaan dat het zijvlak van een mengerspons een dimensie
ln 8/ ln 3 ≈ 1.893 heeft.

Beschouw nu het vlak door het middelpunt van de kubus met normaal (1, 1, 1):

Π : x+ y + z = 0.

Dit vlak doorsnijdt de kubus in een regelmatige zeshoek en de mengerspons in een zeshoek-
vormige fractal. De opdracht is om de dimensie te bepalen van deze fractal.

(a) Schets M1 ∩Π, M2 ∩Π. (en eventueel M3 ∩Π)

(b) Stel nk het aantal kubusjes met zijde 3−k in Mk die het vlak Π doorsnijden. Geef een
recursief voorschrift voor nk als functie van nk−1 en nk−2. Houd er rekening mee dat
zo’n kubusje dit vlak op verschillende manieren kan doorsnijden.

(c) Vorm dit recursief voorschrift om tot een expliciet voorschrift en gebruik dit om de
dimensie van M ∩Π te bepalen:

dimM ∩Π = lim
k→∞

lnnk
ln 3k

.
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(d) Stel Ξ : ax+ by+ cz = 0 een willekeurig vlak door het middelpunt van de kubus en kijk
naar de dimensie van Ξ ∩M . Voor Ξ = Π is deze dimensie maximaal (maar dat moet
je niet aantonen). Kan je een Ξ vinden waarvoor de dimensie zo klein mogelijk wordt?

(e) Toon aan dat de dimensie van Ξ ∩M uit (4) inderdaad een ondergrens is.

Uitwerking.

(a)

(b) Als m het midden is van het kubusje en r de lengte van de zijde dan wordt een kubusje
door Π gesneden als

m · (1, 1, 1) ∈ [−3r

2
,
3r

2
]

De locaties vanm hebben coordinaten (a, b, c) met a, b, c ∈ rZ dus een kubusje doorsnijdt
Π in 3 mogelijke gevallen

a+ b+ c = {−r, 0, r}

In het middenste geval doorsnijdt het vlak de kubus middendoor in een zeshoek. In de
andere gevallen snijdt Π er een hoek af en krijg je een driehoek als zijvlak.

Als je een kubusje met m · (1, 1, 1) = 0 vervangt door een kopie van M1 dan krijgen we

• 6 kleinere kubusjes met m′ · (1, 1, 1) = 0 (deze worden door het vlak doorsneden in
een zeshoek)

• 3+3 kleinere kubusjes met m′ · (1, 1, 1) = ±r/3 (deze worden door het vlak door-
sneden in een driehoek)

• 8 kubusjes die het vlak niet doorsnijden.

Als je een kubusje met m · (1, 1, 1) = ±r vervangt door een kopie van M1 dan krijgen
we

• 1 kleiner kubusje dat wordt door het vlak doorsneden in een zeshoek

• 3 kleinere kubusjes die worden door het vlak doorsneden in een driehoek

• 16 kubusjes die het vlak niet doorsnijden.

Stel zi (di) het aantal kubusjes die worden door het vlak doorsneden in een zeshoek
(driehoek) Dit geeft de volgende recursie.{

zi+1 = 6zi + di

di+1 = 6zi + 3di

met z0 = 1, d0 = 0. Nu ni = zi + di = 12zi−1 + 4di−1 = 96zi−2 + 24di−2 en ni−1 =
12zi−2 + 4di−2, ni−2 = zi−2 + di−2 dus

ni = 9ni−1 − 12ni−2

met n0 = 1, n1 = 12.
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(c) We stellen ni = qi, dan voldoet q aan

q2 − 9q + 12 = 0

dus q± = 1
2(9±

√
81− 48) = 1

2(9±
√

33).

De algemene oplossing voor ni is
aqi+ + bqi−

met a+ b = 1 en aq+ + bq− = 12. De dimensie kunnen we bepalen door:

dim Π ∩M = lim
n→∞

ln(aqn+ + bqn−)

ln 3n
=

ln q+
ln 3

=
ln 1

2(9±
√

33)

ln 3
.

(d) Als we kijken naar Mi dan bevat Mi, 4i torens van kubusjes met hoogte 1 in de z-
richting. Dit is duidelijk voor M0. Als dit geldt voor Mi dan zien we dat Mi+1 4 keer 3
kopieën van Mi op elkaar gestapeld bevat. Elke toren in Mi levert daarom 4 torens in
Mi+1 op dus zijn er 4 ∗ 4i = 4i+1 zulke torens. De doorsnede van Mi met het vlak z = 0
bestaat uit één kubusje voor elke toren dus de dimensie van de doorsnede is ln 4/ ln 3.

(e) We tonen aan dat voor elk ander vlak Ξ de dimensie ook minstens ln 4/ ln 3 is. Wegens
symmetrieredenen kunnen we veronderstellen dat 0 ≤ a ≤ b ≤ c. Voor Mi noemen we
de binnentorens de 4 torens die grenzen aan de rechten (±1

6 ,±
1
6 ,R).

(De 4 binnentorens voor i = 2)

Vanaf i > 3 zijn de binnentorens bevat in [−1
4 ,

1
4 ]× [−1

4 ,
1
4 ]× [−1

2 ,
1
2 ]. Aangezien

| ± 1

4
a+±1

4
b| ≤ 1

4
c+

1

4
c =

c

2
.

snijdt het vlak ax + by + cz = 0 alle 4 de binnentorens van M3 volledig door. Door de
recursie wordt elke binnentoren van M3 vervangen door 4 torens, die weer vervangen
worden door 4 torens etc. Bijgevolg doorsnijdt het vlak minstens 4i−2 kubusjes van Mi

en dus is

dim Ξ ∩M ≥ lim
n→∞

ln(4n−2)

ln 3n
= ln 4/ ln 3.
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8. Vermenigvuldigen met 2

Dr. H. (Han) Peters
Universiteit van Amsterdam

Bij iteratieproblemen blijkt vaak dat zelfs de eenvoudigste functies al tot behoorlijk gecom-
pliceerd gedrag kunnen leiden. We bekijken hier een aantal problemen die ontstaan bij het
herhaalderlijk vermenigvuldigen met het getal 2.
Om preciezer te zijn definiëren we de functie f : [0, 1)→ [0, 1) gegeven door

f(x) = 2 · x mod 1.

Voor n ∈ N definiëren we de n-de iteratie van f door f1 = f en

fn = fn−1 ◦ f.

Een punt x ∈ [0, 1) heet periodiek van orde k ∈ N als

fk(x) = x

en
f j(x) 6= x

voor 1 ≤ j < k. Een voorbeeld van een periodiek punt van orde 4 is het punt 1
5 , want

1
5 7→

2
5 7→

4
5 7→

3
5 7→

1
5 .

Schrijf nu
Pn = {x ∈ [0, 1) : fn(x) = x}

en
P =

⋃
k∈N

Pn.

(a) Bewijs dat de verzameling van periodieke punten P precies gelijk is aan de verzameling
rationale getallen met oneven noemer, het getal 0 = 0/1 meegerekend.

Het blijkt dat de periodieke punten niet alleen dicht liggen in [0, 1), maar zich in zekere
zin zelfs gelijkelijk verpreiden over het interval [0, 1).
We zeggen dat een rij (En), bestaande uit eindige deelverzamelingen van [0, 1), zich gelijkelijk
verspreiden over [0, 1) als voor elk niet-leeg open interval (a, b) ⊂ [0, 1) geldt dat

lim
n→∞

#(En ∩ (a, b))

#En
= b− a.

(b) Bewijs dat de rij (Pn) zich gelijkelijk verspreidt over [0, 1).

Uitwerking.
(a) Stel fn(x) = x. Dan geldt dat

2n · x− a = x

voor zekere a ∈ Z+. Maar dan volgt dat

x =
a

2n − 1
.

Dus is x = p
q , met q oneven.
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Stel aan de andere kant dat x = p
q , met q oneven. Omdat f(0) = 0 mogen we wel aannemen

dat p 6= 0. Schrijf Vq voor de verzameling van zulke getallen, met andere woorden

Vq = {p
q

: p = 1, . . . q − 1}.

Omdat

f(
p

q
) =

2p

q
of f(

p

q
) =

2p− q
q

volgt dat f : Vq → Vq. Het is eenvoudig te controleren dat f |Vq injectief is, dus f geeft een
permutatie van de eindige verzameling Vq. Maar dan is de baan van elk element in Vq cyclisch.

(b) De binaire ontwikkeling geeft een injectie van het interval [0, 1) naar de verzameling

{0, 1}N,

waar het beeld bestaat uit alle rijtjes die niet op alleen maar 1-en eindigen. De afbeelding f
is conjugent aan de zogenaamde “shift′′-afbeelding, gegeven door

(x1, x2, x3, . . .) 7→ (x2, x3, . . .).

In deze notatie worden de periodieke getallen van orde n vastgelegd door de eerste n cijfers
in de binaire ontwikkeling. Omdat (1, . . . , 1) niet is toegestaan zijn er dus 2n − 1 periodieke
getallen van orde n.
In de vorige opgave hebben we al gezien dat

Pn ⊂ {
p

2n − 1
: p = 0, . . . 2n − 2}.

Omdat Pn precies 2n − 1 elementen bevat moet zelfs gelden dat

Pn = { p

2n − 1
: p = 0, . . . 2n − 2}.

Het feit dat de rij (Pn) zich gelijkelijk verspreidt volgt eenvoudig.
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9. Goudkoorts

S. (Sjoerd) Boersma MSc.
Universiteit Utrecht

We spelen een spel.

(a) Je hebt maximaal n (n een geheel getal groter dan nul) beurten om zo veel mogelijk
goud te verdienen. In elke beurt moet je een getal p kiezen tussen 0 en 1 (je mag ook 0 of
1 zelf kiezen). Je krijgt nu eerst p kilo goud, maar tevens is er een kans van p dat hierna
direct het spel voorbij is. Als er n beurten geweest zijn is het spel ook afgelopen. Wat is
de verwachtingswaarde van de hoeveelheid goud die je wint bij een optimale strategie1?

(b) Dezelfde vraag, maar nu is het aantal beurten niet beperkt (indien er geen optimale
strategie is, vind dan het supremum).

(c) Wat is het antwoord op de vorige vraag als je niet p kilo goud, maar
√
p kilo goud krijgt

als je p kiest?

(d) Beschouw nu een situatie waarbij het aantal beurten beperkt is tot n en je wanneer
je p kiest

√
p kilo goud krijgt. Laat d(n) de verwachtingswaarde zijn bij een optimale

strategie als er n beurten zijn. Dit betekent dat d(1) = 1 en d(2) = 5
4 . Vind een

recursieve formule die d(n) uitdrukt als functie van d(n− 1) voor n > 1.

Uitwerking.
(a) Voor n = 1 geldt dat een keuze van p ∈ [0, 1] leidt tot een uitbetaling van p. Het beste is
dus om p = 1 te kiezen, omdat het spel na deze ronde sowieso afloopt. Met inductie laten we
zien dat voor n > 1 de verwachtingswaarde van de uitbetaling ook 1 is. Stel dit is waar voor
een zeker aantal rondes k. Geef met a(x) de verwachtingswaarde bij de optimale strategie aan
als er x rondes zijn. Dan geldt:

a(k + 1) = max
p∈[0,1]

[p+ (1− p) · a(k)] = max
p∈[0,1]

[p+ (1− p) · 1] = max
p∈[0,1]

1 = 1.

Uit inductie volgt dat bij de optimale strategie2 de verwachtingswaarde van uitbetaling 1 is.

(b) De optimale keus van p is niet afhankelijk van het aantal beurten dat al is geweest of
hoeveel geld er al is verdiend: de regels voor de toekomst van het spel zijn altijd hetzelfde bij
het keuzemoment voor p in een beurt. Dus als p een optimale keuze in beurt 1 is, is het dat
ook in elke andere beurt, en is het een optimale strategie om altijd p te kiezen. Geef met b(p)
aan de verwachtingswaarde van uitbetaling als we altijd p kiezen. Er geldt:

b(p) = p+ (1− p) · b(p).

Deze vergelijking heeft twee oplossingen: b(p) = 1 en p = 0. Voor p = 0 geldt echter dat het
spel oneindig lang doorgaat en er nooit goud wordt verdiend. Dus geldt dat b(p) = 1 en dat
deze verwachtingswaarde onder andere wordt verkregen door steeds hetzelfde getal groter dan
nul te kiezen.3

1Een optimale strategie is er één waarbij de verwachtingswaarde van de hoeveelheid goud die je krijgt
maximaal is.

2Elke strategie is optimaal, zoalng je in de laatste ronde 1 kiest als je daar aankomt.
3Overigens zijn veel strategieën optimaal, zolang je maar niet vanaf een gegeven moment steeds nul kiest of

bepaalde naar nul convergerende reeksen gebruikt, zoals 2−n.
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(c) Laat c(p) de verwachte uitbetaling zijn als je altijd p kiest. Dan geldt:

c(p) =
√
p+ (1− p) · c(p).

Deze vergelijking lost op tot p = 0 en c(p) = 1√
p voor p > 0. Vullen we nu voor k > 0 de

getallen 4−k in voor p, dan vinden we:

c(4−k) =
1√
4−k

=
√

4k = 2k.

Voor elk natuurlijk getal t is er een k te vinden zodat t < 2k = c(4−k), dus is er voor elke
t een strategie die als verwachtingswaarde een getal groter dan t heeft. Het supremum van
verwachtingswaardes van alle strategieën is dus ∞.

(d) Laat d(n|p) de verwachtingswaarde zijn van de hoeveelheid goud als er n beurten zijn,
waarbij je de eerste beurt p kiest en daarna de optimale strategie volgt. Er geldt dan, als er
een maximum is:

d(n) = max
p∈[0,1]

d(n|p).

We gaan de waarde p bepalen waarop dit maximum wordt behaald. Er geldt:

d(n|p) =
√
p+ (1− p) · d(n− 1).

En voor p > 0:

d

dp
d(n|p) =

d

dp
[
√
p+ (1− p) · d(n− 1)] =

1

2
√
p
− d(n− 1).

Aangezien d(n|p) een continue functie is op het interval [0, 1], is het maximum te vinden in 0,
1 of een nulpunt van de afgeleide. Voor het nulpunt van de afgeleide geldt:

0 =
d

dp
d(n|p) =

1

2
√
p
− d(n− 1),

ofwel:

p =
1

4 · d(n− 1)2
.

Voor deze p geldt:

d

(
n| 1

4 · d(n− 1)2

)
=

√
1

4 · d(n− 1)2
+

(
1− 1

4 · d(n− 1)2

)
· d(n− 1) =

1

2 · d(n− 1)
+ d(n− 1)− 1

4 · d(n− 1)
= d(n− 1) +

1

4 · d(n− 1)
.

Als we dan nog opmerken dat d(k) voor alle k > 0 minstens 1 is, omdat p = 1 kiezen een
strategie is, zien we dat, voor n > 1:

d(n|0) = d(n− 1) < d(n− 1) +
1

4 · d(n− 1)
= d

(
n| 1

4 · d(n− 1)2

)
,

d(n|1) = 1 ≤ d(n− 1) < d

(
n| 1

4 · d(n− 1)2

)
.
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Aangezien 1
4·d(n−1)2 het enige nulpunt is van de afgeleide en het groter een grotere functie-

waarde van d(n|·) oplevert dan 0 en 1, is het een lokaal maximum en tevens het globale
maximum. De conclusie is nu dat:

d(n) = max
p∈[0,1]

d(n|p) = d

(
n| 1

4 · d(n− 1)2

)
= d(n− 1) +

1

4 · d(n− 1)
∀n > 1.
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10. Schaakborden en dominostenen

J. (Josse) van Dobben de Bruyn BSc.
Universiteit Leiden

Notatie. We schrijven N+ = {1, 2, 3, . . .}.

Het is een druilerige dag in juni. Je bevindt je in een fel verlichte televisiestudio waar je
meedoet aan opnamen van een nieuwe spelshow. Je hebt al allerlei beproevingen doorstaan
en inmiddels heb je de finale gehaald. Hier word je geconfronteerd met een k× k schaakbord
voor zekere k ∈ N+. Je beschikt bovendien over bk22 c dominostenen, die wonderbaarlijk genoeg
precies twee keer zo groot zijn als de vakjes van het schaakbord. Met andere woorden: één
goed geplaatste dominosteen bedekt precies twee aangrenzende velden van het schaakbord.

De gastheer legt nu de regels van het finalespel uit. Je moet het schaakbord bedekken met
dominostenen net zolang tot er geen steen meer bij past. Elke steen moet precies twee velden
van het schaakbord bedekken (en mag dus ook niet uitsteken buiten de randen van het bord).
De stenen moeten bovendien plat op het bord liggen en dus niet over elkaar heen. Het spel is
voorbij zodra er geen steen meer bij past. Merk op dat het onmogelijk is om in een situatie
te belanden waarin alle dominostenen op zijn maar het spel nog niet voorbij is. De prijs die
je uiteindelijk mee naar huis krijgt, is één euro voor ieder vakje op het schaakbord dat aan
het eind van het spel nog leeg is.

Voorbeeld 1: f(5) ≥ 7. Voorbeeld 2: f(8) ≥ 18.

Zij f(k) het maximale bedrag dat je mee naar huis kunt krijgen (bij optimaal spel) als het
spel wordt gespeeld op een k × k schaakbord. Bewijs dat geldt

lim
k→∞

f(k)

k2
=

1

3
.

(Hint: vind a1, a2, b1, b2 ∈ R zodat 1
3k

2+a1k+a2 ≤ f(k) ≤ 1
3k

2+b1k+b2 geldt voor voldoende
grote waarden van k.)
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Uitwerking.

Ondergrens

Zij k ≥ 3 gegeven en kies ` ∈ {k − 2, k − 1, k} deelbaar door drie. We betegelen de on-
derste ` rijen van het schaakbord met k·`

3 dominostenen en k·`
3 lege velden, waarbij we het

veld linksonder op het schaakbord leeg laten:

alle k kolommen

onderste ` rijen

Nu hebben we nog een smalle strook van k bij k−` vakjes over, namelijk de bovenste k−` rijen.
Deze zullen we betegelen met dominostenen zodanig dat de lege velden uit de `-de rij worden
gëısoleerd (en dus niet grenzen aan een leeg vakje in de (`+ 1)-ste rij). We onderscheiden drie
gevallen:

• Als k ≡ 0 (mod 3) geldt, dan hebben we het hele schaakbord al betegeld. Alle lege
velden zijn gëısoleerde velden.

• Als k ≡ 1 (mod 3) geldt, dan hebben we nog één rij van het schaakbord niet ingevuld.
Deze rij leggen we van rechts naar links vol met dominostenen:

– Als k even is, hebben we een volle rij met dominostenen.

– Als k oneven is, dan zal het linker veld van de bovenste rij leeg blijven. Dit veld
grenst echter niet aan een leeg veld in de `-de rij, dus wederom zijn alle lege velden
uit de onderste ` rijen gëısoleerd.

• Als k ≡ 2 (mod 3) geldt, dan kunnen we de bovenste twee rijen helemaal vullen met
verticaal georiënteerde dominostenen.

26



Hieronder staat van elke van de verschillende gevallen een voorbeeld afgebeeld.

In elk van de gevallen hebben we minstens k·`
3 lege velden en geldt ` ≥ k − 2. Kortom: voor

alle k ≥ 3 geldt

f(k) ≥ k · (k − 2)

3
= 1

3k
2 − 2

3k.

Gezien we uiteindelijk alleen gëınteresseerd zijn in de limiet, kunnen we het onszelf makkelijk
maken door alle randgevallen (kleine waarden van k) buiten beschouwing te laten. De gevon-
den ondergrens geldt echter ook voor k ∈ {1, 2}. In dat geval geldt ` = 0. Het is een beetje
vreemd om te spreken van een betegeling van de onderste 0 rijen, maar het is eenvoudig in te
zien dat het argument in deze gevallen ook werkt.
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Bovengrens

Zij een willekeurige eindsituatie gegeven: een configuratie van dominostenen op het schaak-
bord zodat er geen steen meer bij past. Zij D de verzameling dominostenen in deze eindsituatie
en L de verzameling lege velden. We zeggen dat twee velden op het schaakbord aangrenzend
zijn als ze een gemeenschappelijke zijde hebben. Met andere woorden: velden kunnen alleen
horizontaal of verticaal aan elkaar grenzen, niet diagonaal, en elk veld grenst aan hooguit 4
andere velden. We zeggen bovendien dat een leeg veld v ∈ L een dominosteen d ∈ D kan zien
als d minstens één van de aangrenzende velden van v bedekt. Merk op dat een dominosteen
d ∈ D niet meer dan één aangrenzend veld van een leeg veld v ∈ L kan bedekken:

v

d

De dominosteen d kan niet meer dan één aangrenzend veld
van v bedekken. (De getoonde situatie is niet toegestaan; elke
dominosteen moet twee aangrenzende velden bedekken.)

Omdat er geen dominostenen meer op het schaakbord passen, zijn alle aangrenzende velden
van v bedekt. Als v niet aan de rand ligt, ziet het dus precies vier verschillende dominostenen:

v

Een leeg veld v ∈ L dat wel aan de rand ligt, ziet twee of drie verschillende dominostenen en
één of twee stukken rand.

We geven nu twee verschillende manieren om af te leiden dat |L| ≤ 1
3k

2 + b1k + b2 geldt voor
reële getallen b1, b2 ∈ R. In beide gevallen vinden we eerst de ongelijkheid |L| ≤ |D| + k en
leiden we daar een bovengrens op |L| uit af.
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Methode 1 (injectieve functie)

ZijD′ = D∪{1, 2, . . . , k} de disjuncte4 vereniging vanD met de eindige verzameling {1, 2, . . . , k}.
Nummer de rijen van het schaakbord van boven naar beneden 1 tot en met k. We definiëren
nu de functie g : L→ D′ als volgt:

g(v) =

{
de unieke dominosteen rechts van v als v niet aan de rechter rand van het bord ligt;

het nummer van de rij van v als v wel aan de rechter rand van het bord ligt.

We bewijzen dat g injectief is. Zij v, w ∈ L gegeven met v 6= w. We onderscheiden drie
gevallen:

• Neem aan dat v en w beide niet aan de rechter rand van het bord liggen, en stel dat
g(v) = g(w) geldt. Als we vanuit v en w naar rechts kijken, zien we twee keer dezelfde
dominosteen d = g(v) = g(w) ∈ D. Deze gemeenschappelijke dominosteen d moet nu
wel verticaal geöriënteerd liggen, en v en w zijn aangrenzende lege velden:

v

w

Nu past er echter een extra dominosteen op het schaakbord die de lege velden v en
w bedekt, in tegenspraak met de aanname dat we in een eindsituatie zitten. Uit deze
tegenspraak leiden we af dat g(v) 6= g(w) moet gelden.

• Als v en w aan de rechter rand van het bord liggen, is het duidelijk dat g(v) 6= g(w) geldt:
twee verschillende lege velden in dezelfde kolom (de rechter kolom van het schaakbord)
liggen noodzakelijkerwijs in verschillende rijen.

• Als één van de twee aan de rechter rand van het bord ligt en de ander niet, dan volgt
g(v) 6= g(w) omdat een getal nooit gelijk is aan een dominosteen.

We zien dat g injectief is. Hieruit volgt:

|L| ≤ |D′| = |D|+ k.

Sterker nog: in de rechter kolom bevinden zich hooguit
⌈
k
2

⌉
vrije velden, dus we hebben

|L| ≤ |D|+
⌈
k
2

⌉
≤ |D|+ k+1

2 .

Merk op dat geldt 2 · |D|+ |L| = k2, dus uit het bovenstaande volgt

|L| ≤ |D|+ k+1
2 = 1

2

(
k2 − |L|

)
+ k+1

2 .

Dit geeft
3
2 · |L| ≤

1
2k

2 + 1
2k + 1

2 ,

en dus
|L| ≤ 1

3k
2 + 1

3k + 1
3 .

Deze afschatting geldt voor iedere eindsituatie, dus ook bij optimaal spel. Kortom: voor alle
k ∈ N+ geldt

f(k) ≤ 1
3k

2 + 1
3k + 1

3 .

4Hier nemen we aan dat geen enkel geheel getal gelijk is aan een dominosteen; een redelijke aanname.
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Methode 2 (double counting)

Ter herinnering: een gegeven leeg veld v ∈ L ziet vier verschillende dominostenen, of minder
als v aan de rand ligt. In totaal zijn er 4k stukken rand, dus alle lege velden bij elkaar zien
minstens 4·|L|−4k dominostenen. In deze telling worden sommige dominostenen echter dubbel
geteld: een dominosteen kan zichtbaar zijn vanaf verschillende lege velden. Een dominosteen
heeft 6 aangrenzende velden:

Onder de zes velden die grenzen aan de dominosteen d, bevinden zich twee paar aangrenzende
velden (in de afbeelding boven en onder de dominosteen). Van elk paar aangrenzende velden
kan er hooguit één leeg zijn in een eindsituatie, omdat er anders nog minstens één extra
dominosteen op het schaakbord past. Elke dominosteen wordt dus door hooguit 4 lege velden
gezien.

Als we vanuit alle lege velden kijken, zien we dus minstens 4 · |L| − 4k en hoogstens 4 · |D|
dominostenen. In het bijzonder volgt dat 4 · |L| − 4k ≤ 4 · |D| geldt, dus

|D| ≥ 4 · |L| − 4k

4
= |L| − k.

Merk op dat geldt 2 · |D|+ |L| = k2, dus uit bovenstaande ongelijkheid volgt

|L| ≤ |D|+ k = 1
2

(
k2 − |L|

)
+ k.

Dit geeft
3
2 · |L| ≤

1
2k

2 + k,

en dus
|L| ≤ 1

3k
2 + 2

3k.

Deze afschatting geldt voor iedere eindsituatie, dus ook bij optimaal spel. Kortom: voor alle
k ∈ N+ geldt

f(k) ≤ 1
3k

2 + 2
3k.

Ook hier kan de afschatting worden bijgeschaafd naar f(k) ≤ 1
3k

2 + 1
3k + 1

3 door een iets
betere afschatting te maken van het aantal lege velden aan de rand van het schaakbord. Voor
de opgave is een iets zwakkere bovengrens echter geen probleem.
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Limiet

Voor alle k ≥ 3 geldt
1
3k

2 − 2
3k ≤ f(k) ≤ 1

3k
2 + 2

3k,

dus
1
3k

2 − 2
3k

k2
≤ f(k)

k2
≤

1
3k

2 + 2
3k

k2
.

Bovendien geldt

lim
k→∞

1
3k

2 − 2
3k

k2
= lim

k→∞

(
1

3
− 2

3k

)
=

1

3
;

lim
k→∞

1
3k

2 + 2
3k

k2
= lim

k→∞

(
1

3
+

2

3k

)
=

1

3
.

Uit de knijpstelling (ook wel bekend als de insluitstelling) volgt nu dat

lim
k→∞

f(k)

k2
=

1

3
.

Tot slot

De bovengrens op f(k) is nog steeds meer dan k verwijderd van de gevonden ondergrens.
Ik heb nog geen betere bovengrens gevonden, maar ik vermoed dat f(k) ≤ 1

3k
2 geldt voor

alle k ≥ 2, met gelijkheid dan en slechts dan als k deelbaar is door drie. Merk op dat deze
vermoedelijke bovengrens niet geldt voor k = 1: we hebben immers f(1) = 1 > 1

3 .

In de gemaakte constructie is er nog ruimte voor een verbetering van ongeveer 1
3k euro in het

geval k ≡ 2 (mod 3): betegel de bovenste twee rijen horizontaal in plaats van verticaal, dan
kun je op de bovenste rij k−2

3 velden leeg laten. (De rij daaronder heeft één leeg veld als k
oneven is en anders nul.) Beter dan dit lijkt het niet te worden.

Misschien vindt één van de teams een bewijs waaruit blijkt dat f(k) ≤ 1
3k

2 geldt voor alle
k ≥ 2, of misschien is het resultaat al lang bekend in de literatuur. Maar misschien is het ook
wel helemaal niet waar!
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11. Fibonacci matrices

Prof. dr. F.M. (Michel) Dekking
Technische Universiteit Delft

Een r × r matrix M heet een Fibonacci matrix als

1. M = (mi,j) niet-negatief is (d.w.z. voor alle i, j = 1, . . . , r is mij ≥ 0),

2. de mij gehele getallen zijn,

3. de grootste eigenwaarde van M de gulden snede Φ := (1 +
√

5)/2 is
(oplossing van x2 = x+ 1),

4. M primitief is, d.w.z. er bestaat een positief geheel getal n zó, dat de matrix Mn = (mn
ij)

strikt positief is—alle mn
ij > 0.

We noteren Fr voor de verzameling van alle r × r Fibonacci matrices.

MINICURSUS Niet-negatieve primitieve matrices.
1) Als de niet-negatieve r × r matrix M primitief is, dan is er een rëele positieve eigenwaarde λPF zó,
dat λPF > |λ| voor alle andere eigenwaarden λ van M , en de bijbehorende eigenvector (links of rechts)
is strikt positief. De eigenwaarde λPF heet de Perron-Frobenius eigenwaarde. De eigenvectoren van de
andere eigenwaarden zijn niet strikt positief.

2) De eigenwaarde λPF ligt tussen de kleinste rijsom en de grootste rijsom van M in.

(a) Wat is F2?

(b) Wat is F3?

(c) (Naar aanleiding van 2) in de minicursus) Kun je laten zien dat er matrices in Fr zijn met
minstens één grote rijsom, bijvoorbeeld rijsom r − 1?

Uitwerking.

(a)
First solution:
Let M be a non-negative primitive 2×2 integer matrix, with Perron-Frobenius eigenvalue the
golden mean Φ = (1 +

√
5)/2. We write

M =

(
a b
c d

)
.

The characteristic polynomial of M is χM (u) = u2 − Tu+D, where T = a+ d is the trace of
M , and D = ad − bc is the determinant of M . Since Φ is an eigenvalue of M , we also have
χM (u) = (u− ϕ)(u− Φ), where ϕ = (1−

√
5)/2 is the other root of x2 = x+ 1.

This leads to
a+ d = 1, ad− bc = −1.

These equations have two non-negative integer solutions: a = 0, b = 1, c = 1, d = 1, and
a = 1, b = 1, c = 1, d = 0, leading to the matrices

M =

(
0 1
1 1

)
, M ′ =

(
1 1
0 1

)
.

These are permutation conjugate (corresponding to a switch of the indices).
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Second solution:
Use MINICURSUS 2). There can be no row (0, 0), and not two rows (1, 1), or larger, so there
must be one row (0, 1) or (1, 0). Moreover, (0, 1) can not be the second row, and (1, 0) can
not be the first row (because of primitivity). Computing the eigenvalues quickly leads to

M =

(
0 1
1 1

)
, M ′ =

(
1 1
1 0

)
.

(b) Let M be a non-negative primitive 3×3 integer matrix, with Perron-Frobenius eigenvalue
the golden mean Φ = (1 +

√
5)/2. We write

M =

a b cd e f
g h i

 .

The characteristic polynomial of M is χM (u) = u3 − Tu2 + Fu −D, where T = a + e + i is
the trace of M , and

F = ae+ ai+ ei− bd− cg − fh, D = aei+ bfg + cdh− afh− bdi− ceg. (11.1)

Of course D is the determinant of M . Since Φ is an eigenvalue of M , and we consider matrices
over the integers, u2 − u− 1 has to be a factor of χM . Performing the division we obtain

χM (u) =
(
u− (T − 1)

)(
u2 − u− 1

)
,

and requiring that the remainder vanishes, yields

F = T − 2, D = 1− T. (11.2)

Note that the third eigenvalue equals λ3 = T −1. According to the MINICURSUS this has to
be smaller than Φ in absolute value, and since it is an integer, only λ3 = −1, 0, 1 are possible.
Thus there are only 3 possible values for the trace of M : T = 0, T = 1 and T = 2.

The smallest row sum of M has to be smaller than the PF-eigenvalue Φ (see MINICURSUS).
Therefore M has to have one of the rows (0, 0, 1), (0, 1, 0) or (0, 0, 1). Also, because of
primitivity of M , the 1 in this row can not be on the diagonal. By performing permutation
conjugacies of the matrix we may then assume that M has the form

M =

0 1 0
d e f
g h i

 .

The equation (11.1) combined with (11.2) then simplifies to

T − 2 = F = ei− d− fh, 1− T = D = fg − di. (11.3)

Case T = 0
In this case e = i = 0, so (11.3) simplifies to

−2 = F = −d− fh, 1 = D = fg. (11.4)

Then f = g = 1, and so d+ h = 2. This gives three possibilities leading to the matrices0 1 0
1 0 1
1 1 0

 ,

0 1 0
0 0 1
1 2 0

 ,

0 1 0
2 0 1
1 0 0

 .
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Here the third matrix is permutation conjugate to the second one.

Case T = 1
In this case e = 1, i = 0, or e = 0, i = 1.
First case: e = 1, i = 0. Now (11.3) simplifies to

−1 = F = −d− fh, 0 = D = fg. (11.5)

Then g = 0, since f = 0 is not possible because of primitivity. But g = 0 also contradicts
primitivity, as d+ fh = 1, gives either d = 0 or h = 0.
Second case: e = 0, i = 1. Now (11.3) simplifies to

−1 = F = −d− fh, 0 = D = fg − d. (11.6)

Then d = 0 would imply that f = h = 1. But, as g > 0 because of primitivity, we get a
contradiction with fg = d = 0.
On the other hand, if d > 0, then d = 1 and f = 0 or h = 0. But fg = d = 1 gives f = g = 1,
so h = 0, and we get the matrix 0 1 0

1 0 1
1 0 1

 .

Case T = 2
In this case e = 1, i = 1. Now (11.3) simplifies to

0 = F = 1− d− fh, −1 = D = fg − d. (11.7)

Note first that f = 0 is not possible, because of primitivity. From d + fh = 1 follows d ≤ 1,
and so d = 1 (and h = 0) by fg−d = −1, which also implies g = 0. But g = h = 0 contradicts
primitivity.

Final conclusion: there are three matrices in F3, modulo permutation conjugacies.

(c) There are many ways to obtain such a matrix. Here is one. Take the matrix M with
M1,j = 1 for j = 2, . . . , r, M2,2 = 1 and Mi,i+1 = 1, for i = 2, . . . , r−1, Mr,1 = 1 and all other
entries 0. It is easily checked that M is primitive. For example, for r = 5 the matrix looks
like

M =

(
0 1 1 1 1
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

)
.

Now note that (1,Φ, ...,Φ) is a left eigenvector ofM with eigenvalue Φ (since Φ2 = 1+Φ). Since
the eigenvector has all entries positive, it must be the PF-eigenvector (see MINICURSUS),
and hence Φ = λPF, and so M is in Fr.
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12. Complexe afbeeldingen van matrices

Dr. F.J. (Fokko) van de Bult
Technische Universiteit Delft

Voor een gegeven vaste n bekijken we continue functies van n× n matrices met coëfficiënten
in C naar C:

fn : Mn(C)→ C

die voldoen aan de vergelijking

fn(AB) = fn(A)fn(B).

(a) Bepaal alle oplossingen van deze vergelijking voor n = 1, dus voor functies f1 : C→ C.

(b) Bepaal nu alle oplossingen voor willekeurige n.

Uitwerking.

(a) Voor functies van C→ C merken we eerst op dat f1(1) = f1(1
2) = f1(1)2, dus f1(1) = 1

of f1(1) = 0.

Als f1(1) = 0, dan f1(z) = f1(1 · z) = f1(1)f1(z) = 0 voor alle z ∈ C.

Stel nu dat f1(1) = 1. Wegens continüıteit van f1 rond 1 geldt dat er een δ is zodat als
|x− 1| < δ, dan |f1(x)− 1| = |f1(x)− f1(1)| < 1. In het bijzonder volgt dat f1(x) in dat
geval in het rechterhalfvlak zit (<(f1(x)) > 0). We gebruiken nu wat poolcoördinaten,
dus x = reiφ met r > 0 en φ ∈ R (en vaak met een extra conditie.

Lemma 1. Stel |reiφ − 1| < δ, en schrijf f1(re
iφ) = seiψ met −π/2 < ψ < π/2. Dan is

f1(
√
reiφ/2) =

√
seiψ/2.

Bewijs: Merk op dat we de eis −π/2 < ψ < π/2 kunnen stellen omdat het beeld van
reiphi in het rechterhalfvlak ligt. Dan volgt f1(

√
reiφ/2)2 = f1(re

iφ) = seiψ. Er zijn
twee getallen met seiψ als kwadraat, maar slechts 1 in het rechterhalfvlak. Door de
eis dat −π/2 < ψ < π/2 ligt

√
seiψ/2 in het rechterhalfvlak en omdat |

√
reiφ/2 − 1| =

|reiφ−1|
|
√
reiφ/2+1| < |re

iφ − 1| < δ, dus moet f1(
√
reiφ/2) in het recherhalfvlak liggen. Het

resultaat volgt.

Lemma 2. Stel |reiφ − 1| < δ, en schrijf f1(re
iφ) = seiψ met −π/2 < ψ < π/2. Dan is

f1(r
1/2neiφ/2

n
) = s1/2

n
eiψ/2

n
voor n ∈ N.

Bewijs: Inductie met behulp van het vorige lemma.

Lemma 3. Stel |reiφ − 1| < δ, en schrijf f1(re
iφ) = seiψ met −π/2 < ψ < π/2. Dan is

f1(r
k/2nekiφ/2

n
) = sk/2

n
ekiψ/2

n
, voor n ∈ N en k ∈ Z.

Bewijs: Voor k > 0 gebruiken we dat f1(x
k) = f1(x)k wegens inductie met de vergelij-

king van de opgave. Voor k < 0 gebruiken we f1(x)f1(1/x) = f1(1) = 1.

Nu gaan we dit toepassen.

Lemma 4. Stel r voldoet aan |r − 1| < δ en f1(r) = rαeβi ln(r) met −π/2 < β ln(r) <
π/2. Dan is f1(x) = xαeβi ln(x) voor x ∈ R>0.
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Bewijs: We zien dat {rk/2n | k ∈ Z, n ∈ N} een dichte verzameling vormt van R>0. Uit
het vorige lemma volgt f1(x) = xαeβi ln(x) voor x = rk/2

n
. Uit continuiteit volgt dan

f1(x) = xαeβi ln(x) voor alle x ∈ R>0.

Lemma 5. Stel φ 6 inπQ voldoet aan |r − eiφ| < δ en f1(e
iφ) = aφeiγφ met −π/2 <

γφ < π/2. Dan is f1(e
iψ) = aψeiγψ voor alle ψ ∈ R.

Bewijs: Net als boven is {eiφk/2n} een dichte verzameling van de eenheidscirkel. Der-
halve volgt uit f1(e

iφk/2n) = aphik/2
n
eiγφk/2

n
het gevraagde.

Voor getallen op de eenheidscirkel hebben we echter een extra conditie.

Lemma 6. Stel f1(e
iψ) = aψeiγψ, dan is a = 1 en γ ∈ Z.

Bewijs: We bekijken f1(e
2πi/n) = a2π/ne2πiγ/n. Dan geldt 1 = f1(1) = f1((e

2πi/n)n) =
a2πe2πiγ , en volgt het gevraagde.

Voor algemene getallen vinden we dus

f1(re
iφ) = rαeβi ln(r)+γiφ, α, β ∈ R, γ ∈ Z

Merk op dat dit goed gedefinieerd is voor getallen ongelijk 0 (onafhankelijk van de de
keuzevrijheid in φ) en voldoet aan de vergelijking. Alleen moeten we nog kijken wat er
gebeurt met 0. Merk op dat f1(0) = f1(0

2) = f1(0)2, dus f1(0) = 0 of f1(0) = 1. Als
f1(0) = 0, dan moet 0 = limr→0 f1(r) = limr→0 r

αeβi ln(r), ofwel α > 0. Als f1(0) = 1
dan geldt voor alle φ dat 1 = limr→0 f1(re

iφ) = limr→0 r
αeβi ln(r)+γiφ en moet gelden

dat β = 0 (anders bestaat de limiet niet), α = 0 (anders kan de limiet niet 1 worden)
en γ = 0 (anders is de limiet niet 1 voor alle waarden van φ). Dus dan hebben we de
oplossing f1(x) = 1 voor alle x ∈ C.

Conclusie: We vinden de oplossingen

• f1(z) = 0 voor alle z

• f1(z) = 1 voor alle z

• f1(reiφ) = rαeiβ ln(r)+γiφ voor α ∈ R>0, β ∈ R en γ ∈ Z.

(b) Laten we nu gaan kijken naar de n × n matrices. Net als eerder hebben we fn(I2n) =
fn(In) en dus fn(In) = 1 of fn(In) = 0. Als fn(In) = 0 volgt fn(A) = fn(AIn) =
fn(A)fn(In) = 0. Derhalve nemen we verder aan dat fn(In) = 1.

Dan geldt voor inverteerbare matrices A dat fn(A−1)fn(A) = fn(In) = 1 en dus
fn(A−1) = 1/fn(A). Dan geldt dat als A = PBP−1 geldt fn(A) = fn(PBP−1) =
fn(P )fn(B)fn(P−1) = fn(B). In het bijzonder geldt voor diagonaliseerbare matrices A
dat fn(A) gelijk is aan fn(D) voor de bijbehorende diagonaalmatrix. Verder zien we
dat een diagonaalmatrix geschreven kan worden als een product:λ1 0 0

0 λ2 0
0 0 λ3

 =

λ1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 λ2 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 λ3

 . (12.1)

We schrijven nu Eλ voor de eenheidsmatrix met het element in de linkerbovenhoek
vervangen door λ, dus

Eλ =

λ 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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Merk nu op dat de laatste twee matrices in (12.1) gelijkvormig zijn aan Eλ2 , respectie-
velijk Eλ3 : bijvoorbeeldλ2 0 0

0 1 0
0 0 1

 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 λ2 0
0 0 1

0 1 0
1 0 0
0 0 1

−1

en dus krijgen we

fn(

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

) = fn(Eλ1)fn(Eλ2)fn(Eλ3)

In het algemeen kunnen we dus zeggen dat voor diagonalisserbare matrices A geldt dat
fn(A) het product over de eigenwaarden λi is van fn(Eλi) met Eλi de diagonaalmatrix
met een λi in de linksbovenhoek en verder 1’en. Nu vormen de matrices Ez met z ∈
C een ondergroep van Mn met de gëınduceerde topologie. Derhalve kunnen we ons
resultaat over f1 gebruiken in dit geval. Derhalve kennen we dus de mogelijkheden voor
diagonaliseerbare matrices.

Voor een niet-diagonaliseerbare matrix merken we op dat ze limieten zijn van diagona-
liseerbare matrices. Ze zijn altijd gelijkvormig met een bovendriehoeksmatrix met op
de diagonaal de eigenwaarden (met hun algebräısche multipliciteit). Deze bovendrie-
hoeksmatrices zijn limieten van matrices met op de diagonaal net andere getallen zodat
de elementen op de diagonaal allemaal verschillend zijn. Maar als alle diagonaalele-
menten verschillend zijn, zijn dat eigenwaarden met algebräısche multipliciteit 1 en dus
zijn die licht veranderde matrices diagonaliseerbaar. Al met al zien we dat ook voor
niet-diagonaliseerbare matrices geldt dat de functiewaarde gelijk is aan het product van
fn(Eλi) voor de eigenwaarden λi (met algebräısche multipliciteit geteld).

De conclusie is dat fn(A) = f(det(A)) voor een functie f die een oplossing is van het
probleem voor 1× 1 matrices.
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