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Regels en tips

Tijdens de wedstrijd gelden de volgende regels:

• Maak iedere opgave op een apart vel en voorzie deze van teamnaam en opgavenummer.
Verzamel het werk per opgave in het daarvoor bestemde mapje.

• Hulpmiddelen zoals boeken, grafische rekenmachines, mobiele telefoons en laptops zijn
niet toegestaan. Niet-grafische rekenmachines mogen gebruikt worden. Uiteraard mag
er alleen gecommuniceerd worden met teamgenoten en met de organisatie.

• Voor drinken wordt tijdens de wedstrijd gezorgd. Er komt regelmatig iemand langs om
vragen aan te kunnen stellen.

Tips die je kunnen helpen tijdens de wedstrijd:

• Notatie. Bij diverse opgaven is onderaan schuingedrukt de notatie en/of de termino-
logie toegelicht. Verder wordt met de natuurlijke getallen de verzameling {1, 2, 3, . . .}
bedoeld, die we noteren met N.

• Volgorde van moeilijkheid. We hebben getracht de opgaven op volgorde van moei-
lijkheid te sorteren. Dat wil zeggen, we denken dat er voor de eerste opgaven gemiddeld
meer punten zullen worden gehaald dan voor de latere opgaven. Besteed dus gemiddeld
meer tijd aan opgaven met lagere nummers.

• Lees goed wat er in de opgave staat. Als je te snel begint, kun je belangrijke
informatie over het hoofd zien. Soms staat in de vraagstelling een (verstopte) hint die
aangeeft wat je zou kunnen doen. Als je vastloopt, kun je ook besluiten de opgave nog
eens goed door te lezen. Zorg ook dat je alle gegeven informatie gebruikt die in de
opgave staat en vooral slechts de informatie die gegeven is.

• Wees een team. Verdeel de opgaven, zodat je geen dubbel werk doet, en vraag elkaar
om hulp als je ergens niet uit komt. Bedenk waar ieders kwaliteiten liggen. Bekijk
tijdens de wedstrijd elkaars werk; vaak vallen er nog foutjes uit te halen.

• Sprokkel puntjes. Als je er niet uit komt, schrijf dan op wat je wel hebt bewezen.
Dat kan relevant zijn voor het bewijzen van de betreffende opgave. Als je op de goede
weg zat, kun je daar vaak nog deelscores voor krijgen. Sowieso blijkt uit resultaten van
voorgaande jaren dat niet vaak voor een opgave alle punten worden gescoord. Als je
niet uit een deelopgave komt, mag je het resultaat dat daarin bewezen moet worden wel
gebruiken om de volgende deelopgave op te lossen.

• Blijf niet vastzitten in verkeerde gedachten. Het is vaak verstandig een probleem
vanuit een ander gezichtspunt te bekijken. Vaak helpt het gegeven termen om te schrij-
ven of gegevens te manipuleren. Als je weinig vooruitgang boekt, kun je ook aan een
andere opgave gaan werken en iemand anders naar jouw opgave laten kijken.

• Vind een patroon. Als je bijvoorbeeld iets moet bewijzen voor alle n ∈ N, probeer
dan kleine gevallen: kijk wat er gebeurt voor n = 1 of n = 2. Ontdek een patroon en
bewijs dat dit patroon doorzet bij grotere getallen.

• Houd het gezellig. Het is niet zeker of je er goed van gaat presteren, maar op deze
manier heb je in elk geval een leuke dag.
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1. Vind ze allemaal!

Prof. dr. ir. G.J. (Gerhard) Woeginger
Technische Universiteit Eindhoven

Geef alle continue functies f : R→ R die voldoen aan∫ π

0
f(x) sin2 x dx =

√
π/2 and

∫ π

0
f2(x) sin2 x dx = 1.
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How do you reposition
a wafer, nanometer
accurately, every 50 μs? 

/ASML

@ASMLcompany

www.asml.com/careers

How do you make a lithography 
system that goes to the limit of 
what is physically possible?

 



2. Infima van maxima

C.P. (Christophe) Debry MSc.
KU Leuven, Universiteit van Amsterdam

(a) Bepaal het grootste reëel getal X zodat voor alle positieve reële getallen a en b geldt dat

max(a3 − 6b, b3 − 6a) ≥ X.

(b) Bepaal het grootste reëel getal Y zodat voor alle positieve reële getallen a en b geldt dat

max(a3 − 6b+ 13, b3 − 6a) ≥ Y.
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3. Grafen kleuren

Dr. A. (Arne) Smeets
KU Leuven

Zij n ≥ 2 een natuurlijk getal. Zij N het grootste natuurlijk getal met de volgende eigenschap:
de volledige graaf op N hoekpunten kan gekleurd worden zodanig dat

• minstens 2 en hoogstens n kleuren gebruikt worden, en
• er geen enkele dichromatische driehoek voorkomt in de graaf, m.a.w. geen enkele drie-

hoek gekleurd wordt met precies twee verschillende kleuren.

Zij V de verzameling hoekpunten en C = {c1, c2, · · · , cn} de verzameling kleuren. Zij ϕ :
V × C → N de functie die aan een hoekpunt v ∈ V en een kleur ci ∈ C het aantal zijden van
de graaf toekent met v als eindpunt en kleur ci.

Bewijs:

(a) ϕ(v, ci) ≤ n− 2 voor alle i;

(b) N ≤ (n− 1)2;

(c) bovenstaande ongelijkheid wordt een gelijkheid indien n− 1 priem is.
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4. De A van Abels

Prof. dr. H.W. (Hendrik) Lenstra
Universiteit Leiden

Laat A een groep zijn. We schrijven E voor de verzameling groepshomomorfismen van A naar
zichzelf. Stel dat er een element b ∈ A bestaat waarvoor de afbeelding E → A die f op f(b)
afbeeldt bijectief is.

(a) Is A noodzakelijk abels? Geef een bewijs of een tegenvoorbeeld.

(b) Is A noodzakelijk cyclisch? Geef een bewijs of een tegenvoorbeeld.
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5. Drie-eenvormige trapezia

Ir. H.M. (Harold) de Boer
Transtrend BV

We noemen een gelijkbenig trapezium met benedenbasis K1K2 en (parallelle) bovenbasis L1L2

drie-eenvormig, wanneer we op K1K2 een punt P kunnen vinden zodanig dat de lijnen L1P en
L2P het trapezium opdelen in 3 gelijkvormige driehoeken. De lengte van de bovenbasis L1L2

noemen we l; de lengte van de benedenbasis K1K2 noemen we k; en voor de twee diagonalen
geldt: |L1K1| = |L2K2| = m.
Geef, uitgedrukt in k, l en m, de (voldoende en noodzakelijke) voorwaarden waaronder een
gelijkbenig trapezium drie-eenvormig is.

Merk op: in de schets is l > k, maar dat hoeft niet zo te zijn. Het midden van de bovenbasis
moet wel recht boven het midden van de benedenbasis liggen. Verder zijn de 3 driehoeken in
deze schets overduidelijk niet gelijkvormig.
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6. Oplossingen in paren

Prof. dr. F.J. (Frans) Oort
Universiteit Utrecht

Voor elk priemgetal p schrijven we

n(p) = #({(x, y) | x, y ∈ Fp, y2 = x3 − 2016·x}).

Bereken n(p) voor elk priemgetal p met p ≡ 3 (mod 4). Geef een bewijs dat het antwoord
juist is.

Notatie: Fp = Z/p.
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7. Een sneetje spons

Dr. R.R.J. (Raf) Bocklandt
Universiteit van Amsterdam

De mengerspons is een object in de ruimte dat men recursief kan construeren: M0 = [−1
2 ,

1
2 ]3

is een eenheidskubus met als middelpunt de oorsprong. Mn+1 bestaat uit 20 kopieën van Mn

die herschaald zijn met een factor 1/3 en geplaatst worden in de originele kubus zodat elk
van de kopieën een ribbe gemeenschappelijk heeft met de originele kubus (we zetten dus geen
kopieën in de middens van de zijvlakken en geen kopie in het middelpunt van de originele
kubus).

De mengerspons is de doorsnede van alle Mn: M = ∩iMi en is een voorbeeld van een fractal.

De dimensie van een fractal wordt gedefiniëerd als de limiet van een rij:

lim
n→∞

log(aantal kubusjes met zijde 1/n nodig om M te overdekken)

log n
.

Voor een volledig gevulde kubus is deze limiet 3, wat overeenkomt met onze intuitieve notie
van dimensie. Als we kijken naar de mengerspons en ons beperken tot de deelrij met n = 3k,
dan is het duidelijk dat deze fractal de volgende dimensie heeft:

lim
k→∞

log 20k

log 3k
= ln 20/ ln 3 ≈ 2.727.

Op analoge wijze kan je eenvoudig nagaan dat het zijvlak van een mengerspons een dimensie
ln 8/ ln 3 ≈ 1.893 heeft.

Beschouw nu het vlak door het middelpunt van de kubus met normaal (1, 1, 1):

Π : x+ y + z = 0.

Dit vlak doorsnijdt de kubus in een regelmatige zeshoek en de mengerspons in een zeshoek-
vormige fractal. De opdracht is om de dimensie te bepalen van deze fractal.

(a) Schets M1 ∩Π, M2 ∩Π. (en eventueel M3 ∩Π)

(b) Stel nk het aantal kubusjes met zijde 3−k in Mk die het vlak Π doorsnijden. Geef een
recursief voorschrift voor nk als functie van nk−1 en nk−2. Houd er rekening mee dat
zo’n kubusje dit vlak op verschillende manieren kan doorsnijden.

(c) Vorm dit recursief voorschrift om tot een expliciet voorschrift en gebruik dit om de
dimensie van M ∩Π te bepalen:

dimM ∩Π = lim
k→∞

lnnk
ln 3k

.
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(d) Stel Ξ : ax+ by+ cz = 0 een willekeurig vlak door het middelpunt van de kubus en kijk
naar de dimensie van Ξ ∩M . Voor Ξ = Π is deze dimensie maximaal (maar dat moet
je niet aantonen). Kan je een Ξ vinden waarvoor de dimensie zo klein mogelijk wordt?

(e) Toon aan dat de dimensie van Ξ ∩M uit (4) inderdaad een ondergrens is.
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8. Vermenigvuldigen met 2

Dr. H. (Han) Peters
Universiteit van Amsterdam

Bij iteratieproblemen blijkt vaak dat zelfs de eenvoudigste functies al tot behoorlijk gecom-
pliceerd gedrag kunnen leiden. We bekijken hier een aantal problemen die ontstaan bij het
herhaalderlijk vermenigvuldigen met het getal 2.
Om preciezer te zijn definiëren we de functie f : [0, 1)→ [0, 1) gegeven door

f(x) = 2 · x mod 1.

Voor n ∈ N definiëren we de n-de iteratie van f door f1 = f en

fn = fn−1 ◦ f.

Een punt x ∈ [0, 1) heet periodiek van orde k ∈ N als

fk(x) = x

en
f j(x) 6= x

voor 1 ≤ j < k. Een voorbeeld van een periodiek punt van orde 4 is het punt 1
5 , want

1
5 7→

2
5 7→

4
5 7→

3
5 7→

1
5 .

Schrijf nu
Pn = {x ∈ [0, 1) : fn(x) = x}

en
P =

⋃
k∈N

Pn.

(a) Bewijs dat de verzameling van periodieke punten P precies gelijk is aan de verzameling
rationale getallen met oneven noemer, het getal 0 = 0/1 meegerekend.

Het blijkt dat de periodieke punten niet alleen dicht liggen in [0, 1), maar zich in zekere
zin zelfs gelijkelijk verpreiden over het interval [0, 1).
We zeggen dat een rij (En), bestaande uit eindige deelverzamelingen van [0, 1), zich gelijkelijk
verspreiden over [0, 1) als voor elk niet-leeg open interval (a, b) ⊂ [0, 1) geldt dat

lim
n→∞

#(En ∩ (a, b))

#En
= b− a.

(b) Bewijs dat de rij (Pn) zich gelijkelijk verspreidt over [0, 1).
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9. Goudkoorts

S. (Sjoerd) Boersma MSc.
Universiteit Utrecht

We spelen een spel.

(a) Je hebt maximaal n (n een geheel getal groter dan nul) beurten om zo veel mogelijk
goud te verdienen. In elke beurt moet je een getal p kiezen tussen 0 en 1 (je mag ook 0 of
1 zelf kiezen). Je krijgt nu eerst p kilo goud, maar tevens is er een kans van p dat hierna
direct het spel voorbij is. Als er n beurten geweest zijn is het spel ook afgelopen. Wat is
de verwachtingswaarde van de hoeveelheid goud die je wint bij een optimale strategie1?

(b) Dezelfde vraag, maar nu is het aantal beurten niet beperkt (indien er geen optimale
strategie is, vind dan het supremum).

(c) Wat is het antwoord op de vorige vraag als je niet p kilo goud, maar
√
p kilo goud krijgt

als je p kiest?

(d) Beschouw nu een situatie waarbij het aantal beurten beperkt is tot n en je wanneer
je p kiest

√
p kilo goud krijgt. Laat d(n) de verwachtingswaarde zijn bij een optimale

strategie als er n beurten zijn. Dit betekent dat d(1) = 1 en d(2) = 5
4 . Vind een

recursieve formule die d(n) uitdrukt als functie van d(n− 1) voor n > 1.

1Een optimale strategie is er één waarbij de verwachtingswaarde van de hoeveelheid goud die je krijgt
maximaal is.
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10. Schaakborden en dominostenen

J. (Josse) van Dobben de Bruyn BSc.
Universiteit Leiden

Notatie. We schrijven N+ = {1, 2, 3, . . .}.

Het is een druilerige dag in juni. Je bevindt je in een fel verlichte televisiestudio waar je
meedoet aan opnamen van een nieuwe spelshow. Je hebt al allerlei beproevingen doorstaan
en inmiddels heb je de finale gehaald. Hier word je geconfronteerd met een k× k schaakbord
voor zekere k ∈ N+. Je beschikt bovendien over bk22 c dominostenen, die wonderbaarlijk genoeg
precies twee keer zo groot zijn als de vakjes van het schaakbord. Met andere woorden: één
goed geplaatste dominosteen bedekt precies twee aangrenzende velden van het schaakbord.

De gastheer legt nu de regels van het finalespel uit. Je moet het schaakbord bedekken met
dominostenen net zolang tot er geen steen meer bij past. Elke steen moet precies twee velden
van het schaakbord bedekken (en mag dus ook niet uitsteken buiten de randen van het bord).
De stenen moeten bovendien plat op het bord liggen en dus niet over elkaar heen. Het spel is
voorbij zodra er geen steen meer bij past. Merk op dat het onmogelijk is om in een situatie
te belanden waarin alle dominostenen op zijn maar het spel nog niet voorbij is. De prijs die
je uiteindelijk mee naar huis krijgt, is één euro voor ieder vakje op het schaakbord dat aan
het eind van het spel nog leeg is.

Voorbeeld 1: f(5) ≥ 7. Voorbeeld 2: f(8) ≥ 18.

Zij f(k) het maximale bedrag dat je mee naar huis kunt krijgen (bij optimaal spel) als het
spel wordt gespeeld op een k × k schaakbord. Bewijs dat geldt

lim
k→∞

f(k)

k2
=

1

3
.

(Hint: vind a1, a2, b1, b2 ∈ R zodat 1
3k

2+a1k+a2 ≤ f(k) ≤ 1
3k

2+b1k+b2 geldt voor voldoende
grote waarden van k.)
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11. Fibonacci matrices

Prof. dr. F.M. (Michel) Dekking
Technische Universiteit Delft

Een r × r matrix M heet een Fibonacci matrix als

1. M = (mi,j) niet-negatief is (d.w.z. voor alle i, j = 1, . . . , r is mij ≥ 0),

2. de mij gehele getallen zijn,

3. de grootste eigenwaarde van M de gulden snede Φ := (1 +
√

5)/2 is
(oplossing van x2 = x+ 1),

4. M primitief is, d.w.z. er bestaat een positief geheel getal n zó, dat de matrix Mn = (mn
ij)

strikt positief is—alle mn
ij > 0.

We noteren Fr voor de verzameling van alle r × r Fibonacci matrices.

MINICURSUS Niet-negatieve primitieve matrices.
1) Als de niet-negatieve r × r matrix M primitief is, dan is er een rëele positieve eigenwaarde λPF zó,
dat λPF > |λ| voor alle andere eigenwaarden λ van M , en de bijbehorende eigenvector (links of rechts)
is strikt positief. De eigenwaarde λPF heet de Perron-Frobenius eigenwaarde. De eigenvectoren van de
andere eigenwaarden zijn niet strikt positief.

2) De eigenwaarde λPF ligt tussen de kleinste rijsom en de grootste rijsom van M in.

(a) Wat is F2?

(b) Wat is F3?

(c) (Naar aanleiding van 2) in de minicursus) Kun je laten zien dat er matrices in Fr zijn met
minstens één grote rijsom, bijvoorbeeld rijsom r − 1?
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12. Complexe afbeeldingen van matrices

Dr. F.J. (Fokko) van de Bult
Technische Universiteit Delft

Voor een gegeven vaste n bekijken we continue functies van n× n matrices met coëfficiënten
in C naar C:

fn : Mn(C)→ C

die voldoen aan de vergelijking

fn(AB) = fn(A)fn(B).

(a) Bepaal alle oplossingen van deze vergelijking voor n = 1, dus voor functies f1 : C→ C.

(b) Bepaal nu alle oplossingen voor willekeurige n.
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