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Regels en tips

Tijdens de wedstrijd gelden de volgende regels:

• Maak iedere opgave op een apart vel en voorzie deze van teamnaam en opgavenummer.
Verzamel het werk per opgave in het daarvoor bestemde mapje.

• Hulpmiddelen zoals boeken, grafische rekenmachines, mobiele telefoons en laptops zijn
niet toegestaan. Uiteraard mag er alleen gecommuniceerd worden met teamgenoten en
met de organisatie.

• Voor drinken wordt tijdens de wedstrijd gezorgd. Er komt regelmatig iemand langs om
vragen aan te kunnen stellen.

Tips die je kunnen helpen tijdens de wedstrijd:

• Notatie. Bij diverse opgaven is een definitie gegeven in een voetnoot. Verder wordt
met N de verzameling van strikt positieve gehele getallen bedoeld, dat wil zeggen N =
{1, 2, 3, . . .}.

• Volgorde van moeilijkheid. We hebben getracht de opgaven op volgorde van moeil-
ijkheid te sorteren. Dat wil zeggen, we denken dat er voor de eerste opgaven gemiddeld
meer punten zullen worden gehaald dan voor de latere opgaven. Besteed dus gemiddeld
meer tijd aan opgaven met lagere nummers.

• Lees goed wat er in de opgave staat. Als je te snel begint, kun je belangrijke
informatie over het hoofd zien. Soms staat in de vraagstelling een (verstopte) hint die
aangeeft wat je zou kunnen doen. Als je vastloopt, kun je ook besluiten de opgave nog
eens goed door te lezen. Zorg ook dat je alle gegeven informatie gebruikt die in de
opgave staat en vooral slechts de informatie die gegeven is.

• Wees een team. Verdeel de opgaven, zodat je geen dubbel werk doet, en vraag elkaar
om hulp als je ergens niet uit komt. Bespreek ook vooraf waar ieders kwaliteiten liggen.
Bekijk tijdens de wedstrijd elkaars werk. Vaak vallen er nog foutjes uit te halen.

• Sprokkel puntjes. Als je er niet uit komt, schrijf dan op wat je wel hebt bewezen
dat relevant kan zijn voor het bewijzen van de betreffende opgave. Als je op de goede
weg zat, kun je daar vaak nog deelscores voor krijgen. Sowieso blijkt uit resultaten van
voorgaande jaren dat niet vaak voor een opgave alle punten worden gescoord. Als je
niet uit een deelopgave komt, mag je het resultaat dat daarin bewezen moest worden,
wel gebruiken om de volgende deelopgave op te lossen.

• Blijf niet vastzitten in verkeerde gedachten. Het is vaak verstandig een probleem
vanuit een ander gezichtspunt te bekijken. Vaak helpt het gegeven termen om te schri-
jven of gegevens te manipuleren. Als je weinig vooruitgang boekt kun je ook aan een
andere opgave gaan werken en iemand anders naar jouw opgave laten kijken.

• Vind een patroon. Als je bijvoorbeeld iets moet bewijzen voor alle n ∈ N, probeer
dan kleine gevallen: kijk wat er gebeurt voor n = 1 of n = 2. Ontdek een patroon en
bewijs dat dit patroon doorzet bij grotere getallen.

• Houd het gezellig. Het is niet zeker of je er goed van gaat presteren, maar op deze
manier heb je in elk geval een leuke dag.
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1. Rationale oplossingen

Prof. dr. F.J. (Frans) Oort, Universiteit Utrecht

(a) Bewijs: er bestaan geen u, v ∈ Q met 2 = u2 + 11v2

(b) Bewijs: er bestaan oneindig veel (x, y) ∈ Q met 23 = x2 + 11y2

Uitwerking.

(a) Stel dat er wel een oplossing is. Schrijf dan u ≡ a
b en v ≡ c

d met a, b, c, d ∈ Z en
ggd(a, b) = ggd(c, d) = 1. Er geldt dan dus dat 2(bd)2 = (ad)2 + 11(bc)2.

Claim: 11 is niet een deler van bd.

Zij β het aantal factoren in b, en δ het aantal factoren 11 in d. Dan geldt dus b = 11βb′

en d = 11δd′. Als β ≥ δ en β > 0 dan laat 2 · 112β+2δ(b′d′)2 = 112δ(ad′)2 + 112β+1(b′c)2

zien dat a deelbaar is door 11, een tegenspraak.

Stel 0 ≥ β < δ, dan laat 2 · 112δ−1(b′d′)2 = 112δ−2β−1(ad′)2 + (b′c)2 zien dat a of
c deelbaar is door 11, want beide kanten van de gelijkheid moeten hetzelfde aantal
factoren 11 hebben, en dat leidt ook tot een tegenspraak.

Hiermee is de claim bewezen.

Als we nu kijken in Z/11Z, dan wordt de gelijkheid 2(bd)2 ≡ (ad)2 (mod 11). Uit het
feit dat b en d niet deelbaar zijn door 11 volgt dan dat 2 = χ2 voor een χ ∈ Z/11Z.
Echter, de kwadraten in Z/11Z zijn de restklassen van 0, 1, 4, 9, 5, 3, en we zien dat de
restklasse van 2 niet een kwadraat is in Z/11Z. Deze tegenspraak bewijst dat er geen
u, v ∈ Q bestaan met 2 = u2 + 11v2.

(b) We zien dat 23 = (92)2 + 11(12)2, want 81 + 11 = 92 = 4 · 23.

Elke lijn gegeven door (X − 9/2) + λ(Y − 1/2) geeft twee snijpunten met de gegeven
kegelsnede; één ervan is P = (9/2, 1/2); de ander, Rλ, is ook gelegen in Q2 voor elke
λ ∈ Q en Rλ is verschillend van P voor λ 6= 1/9. Bovendien geldt voor λ 6= λ′ dat Rλ 6=
Rλ′ . We zien dat de verzameling {Rλ|λ ∈ Q}, die in ieder geval een deelverzameling is
van de verzameling oplossingen, oneindig is.

Opmerkingen

• Hier zijn nog een paar oplossingen: (14/3, 1/3), (6/5, 7/5), (17/6, 7/6), (62/15, 11/15).

• De vergelijking 23 = xx+ 11yy komt voor in de brief van Gauss op 30 april 1807,
een prachtig document. Het is de eerste brief aan M. LeBlanc nadat Gauss weet dat
onder dit pseudoniem de persoon Sophie Germain tot nu met hem correspondeerde.
Gauss merkt op dat deze vergelijking geen gehele oplossingen heeft, maar dat 1511+
811 = h2 + 11f2 wel een gehele oplossing heeft.
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2. Zak dobbelstenen

Harold de Boer, Transtrend

In een niet-doorzichtige zak zitten twee soorten dobbelstenen. Een fractie p (met 0 < p < 1)
wordt gevormd door de standaard kubussen met op de zijden de getallen 1 tot en met 6. De
overige dobbelstenen zijn octaëders met op de zijden de getallen 1 tot en met 7 en op de
achtste zijde het gehele getal a. Alle dobbelstenen zijn zuiver.
De stochastische variabele, X, die afhankelijk is van de parameters p, a,M en N wordt
gedefinieerd door het volgende kansexperiment.
We trekken blind een dobbelsteen uit de zak. Als dat een kubus is, werpen we M maal met
deze dobbelsteen en noteren we het gemiddelde aantal ogen. Als de getrokken dobbelsteen
een octaëder is, werpen we N maal met deze dobbelsteen en noteren het gemiddelde van het
dan geworpen aantal ogen.
Onder welke voorwaarden convergeert de verdeling van X voor oplopende waardes van M en
N naar een normale verdeling.
Kies uit:

(a) In alle gevallen

(b) Alleen voor specifieke waardes voor p, ongeacht de waardes van a,M en N (zolang M
en N maar oplopen). Geef het waardebereik van p.

(c) Alleen voor specifieke waardes voor a, ongeacht de waardes van p,M en N (zolang M
en N maar oplopen). Geef het waardebereik van a.

(d) Alleen bij een specifieke relatie tussen M en N , ongeacht de waardes van p en a. Geef
deze relatie tussen M en N .

(e) Alleen bij specifieke condities aan p en a, ongeacht de waardes van M en N (zolang M
en N maar oplopen). Geef deze condities aan p en a.

(f) Alleen bij specifieke condities aan p, M en N , ongeacht de waarde van a. Geef deze
condities.

(g) Alleen bij specifieke condities aan a, M en N , ongeacht de waarde van p. Geef deze
condities.

(h) Alleen bij specifieke condities aan p, a, M en N . Geef deze condities.

(i) Onder geen enkele voorwaarde

Verklaar hierbij het antwoord.

Uitwerking.
Definieer als YM de stochastische variable die bepaald wordt door het gemiddelde van M
worpen met een zuivere kubische dobbelsteen en als ZN de stochastische variabele die bepaald
wordt door het gemiddelde van N worpen met een zuivere achtvlakkige dobbelsteen.
Omdat opeenvolgende worpen met eenzelfde dobbelsteen onderling onafhankelijk gelijk verdeeld
zijn met een eindige variantie (dit vereist a <∞), is voor YM en ZN de centrale limietstelling
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van toepassing. Bij oplopende waardes voor M en N convergeren deze beide naar een normale
verdeling met als verwachtingswaardes:

E(YM ) = E(Y1)

en
E(ZN ) = E(Z1)

en als varianties:

Var(YM ) =
1

M
Var(Y1)

en

Var(ZN ) =
1

N
Var(Z1)

Voor p = 0 en p = 1 convergeert hiermee X ook naar een normale verdeling bij oplopende M
en N , voor elke eindige waarde van a. Maar door de eis 0 < p < 1 worden deze mogelijkheden
expliciet uitgesloten.
Voor alle wel toegelaten waardes van p convergeert X bij oplopende waardes van M en N
naar een menging van twee normale verdelingen (die van YM en ZM ). Let op: een mening
van twee verdelingen is iets fundamenteel anders dan een somverdeling. De vraag is nu dus:
onder welke voorwaarden is de mening van twee normale verdelingen normaal verdeeld?
Het zal meteen duidelijk zijn dat moet gelden dat E(YM ) = E(ZN ) en daarmee dus E(Y1) =
E(Z1). Immers, bij oplopende M en N convergeren de varianties van YM en ZN naar 0, en
daarmee de verdeling van X naar een discrete verdeling met een kans p op een uitkomst E(Y1)
en een kans (1− p) op een uitkomst E(Z1). De eis E(Y1) = E(Z1) vereist a = 0.
Er moet echter eveneens gelden dat Var(YM ) = Var(ZN ). De menging van twee normale
verdelingen met hetzelfde gemiddelde maar met een verschillende variantie geeft namelijk een
verdeling met een kurtosis1 groter dan 3 en is daarmee dus niet normaal.
Nu even rekenen:

Var(Y1) =
1

6
((5/2)2 + (3/2)2 + (1/2)2 + (1/2)2 + (3/2)2 + (5/2)2) =

35

12
evenzo

Var(Z1) =
63

12

Dus de eis Var(YM ) = Var(ZN ) vereist 1
M

35
12 = 1

N
63
12 . Dit geeft dus de eis:

M

N
=

5

9

Het juiste antwoord is dus (g) met als voorwaardes:

a = 0

M

N
=

5

9

1Het begrip kurtosis is een maat voor ‘piekvormigheid’. De normale verdeling heeft een kurtosis van 0.
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3. Een functie op bomen

Prof. dr. G.L.M. (Gunther) Cornelissen, Universiteit Utrecht

Stel dat T een samenhangende boom1 is en ν : V (T )→ R een functie van de hoekpunten van
T naar de reële getallen. Als A een deelverzameling is van V (T ), definieer dan

ν(A) :=
∑
x∈A

ν(x).

Neem aan dat ν(T ) = 1.

(a) Stel dat c > 0 een constante is en dat voor een hoekpunt x ∈ V (T ) geldt dat ν(x) <
1− cdeg(x). Toon aan dat T − x minstens één samenhangingscomponent2 C heeft met
ν(C) > c.

(b) Stel dat c > 0 een constante is en dat voor alle hoekpunten x ∈ V (T ) geldt dat
ν(x) < 1− cdeg(x). Toon aan dat er een kant e ∈ E(T ) bestaat zodat de twee samen-
hangingscomponenten T1(e) en T2(e) van T − e voldoen aan zowel ν(T1(e)) > c als
ν(T2(e)) > c.

Uitwerking.

(a) Stel dat C1, . . . , Cr de samenhangingscomponenten zijn van T − x. Merk eerst op dat
r = deg(x) omdat T samenhangend is. Nu is

ν(T − x) = ν(T )− ν(x) = 1− ν(x),

omdat ν(T ) = 1. Uit de hypothese dat ν(x) < 1− cdeg(x) volgt dus dat

cdeg(x) < ν(T − x).

Anderzijds is

ν(T − x) =

deg(x)∑
i=1

ν(Ci) ≤ deg(x) max ν(Ci).

1

• Een graaf G bestaat uit een eindige verzameling V (G) van hoekpunten en een eindige verzameling E(G)
van kanten, waarbij een kant een ongeordend paar van ongelijke hoekpunten is. Je kan een graaf tekenen
door voor ieder hoekpunt een punt in het vlak te tekenen, en voor iedere kant de twee corresponderende
hoekpunten te verbinden door een lijn. De graad deg(x) van een hoekpunt x ∈ V (G) is het aantal
kanten waartoe het hoekpunt behoort.

• Een deelgraaf G′ van G is een graaf met V (G′) ⊆ V (G) en E(G′) ⊆ E(G). Voor x ∈ V (G) is G− x bij
definitie de deelgraaf van G met V (G − x) := V (G) − {x} en als kanten precies alle kanten uit E(G)
die x niet bevatten. Voor e ∈ E(G) is G− e bij definitie de deelgraaf van G met V (G− e) := V (G) en
E(G− e) := E(G)− {e}.

• Een pad van x1 naar xr is een deelgraaf P van G van de vorm V (P ) = {x1, . . . , xr} met E(P ) =
{{x1, x2}, {x2, x3}, . . . , {xr−1, xr}} (met alle kanten verschillend).

• Een pad is een cykel als xr = x1.

• Een boom is een graaf zonder cykels.

• Een graaf is samenhangend als er voor ieder paar hoekpunten x, y er een een pad is van x naar y in G.

2De samenhangingscomponenten van een graaf zijn de maximale samenhangende deelgrafen.
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Bijgevolg is ook
cdeg(x) < deg(x) max ν(Ci),

dus is er een i zodat ν(Ci) > c.

(b) Kies, voor iedere vaste x ∈ V (T ), een samenhangingscomponent Cx van T −x waarvoor
ν(Cx) > c (die bestaat wegens opgave 1). Stel dat ex de kant is die x met een punt yx uit
Cx verbindt. Orienteer ex van x naar yx. Op die manier ontstaan |V (T )| verschillende
georiënteerde kanten in T . Omdat T een boom is, zijn er |V (T )| − 1 kanten (zonder
oriëntatie), dus tenminste één daarvan wordt twee keer geörienteerd. Voor een dergelijke
kant e is dan zowel ν(T1(e)) > c als ook ν(T2(e)) > c.

Opmerking. De bewering in Opgave (b) komt uit het proefschrift van Janne Kool (Utrecht, 2013), en
het bewijs in de uitwerking komt van Omid Amini (ENS, Parijs).
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4. Vierkant met hoekpunten

Prof. dr. R. (Ronald) Meester, Vrije Universiteit

Beschouw het vierkant met hoekpunten (0, 0), (4, 4), (8, 0) en (4,−4). Laat p ∈ (0, 1) en gooi,
voor iedere zijde van het vierkant, een munt die zodanig is ontworpen dat kop boven komt met
kans p, en munt met kans 1− p. Als kop boven komt, laten we de desbetreffende zijde staan,
als munt boven komt laten we hem weg. Laat nu a1(p) de kans zijn dat in de (toevallige)
figuur die dan ontstaat, (0, 0) nog steeds verbonden is met (8, 0).
Stel nu eens dat we niet beginnen met het vierkant zoals boven, maar met een figuur waarin
elke zijde van het vierkant vervangen is door twee parallel lopende paden van het begin- naar
het eindpunt van de zijde, elk ter lengte 2. Om concreet te zijn: de zijde die van (0, 0) naar
(4, 4) loopt wordt vervangen door vier lijnen: (1) van (0, 0) naar (3, 1), (2) van (3, 1) naar
(4, 4), (3) van (0, 0) naar (1, 3), en (4) van (1, 3) naar (4, 4). Voor de andere zijdes van het
oorspronkelijke vierkant doen we hetzelfde. Opnieuw laten we elk van de 16 lijnstukken die
we in deze figuur hebben met kans p staan, en gooien we hem met kans 1− p weg. We laten
a2(p) de kans zijn dat in de nu verkregen figuur punt (0, 0) verbonden is met (8, 0).
Op deze manier kunnen we verder gaan, elke keer een lijnstuk vervangend door 4 lijnstukken
die tezamen twee parallelle paden ter lengte 2 vormen van het begin- naar het eindpuint van
het lijnstuk. Op deze manier definiëren we de kansen an(p), voor n = 1, 2, . . .

(0, 0)

(4,−4)

(8, 0)

(4, 4)

(0, 0)

(4,−4)

(8, 0)

(4, 4)

Opgave: Laat zien dat er een getal r ∈ (0, 1) bestaat zodanig dat

(a) voor alle p > r, limn→∞ an(p) = 1;

(b) voor alle p < r, limn→∞ an(p) = 0;

(c) limn→∞ an(r) ∈ (0, 1),

en bepaal de exacte waarde van r.

Uitwerking.
Een elementaire berekening laat zien dat a1(p) = 2p2− p4. Als we nu f(p) = 2p2− p4 stellen,
dan is dus a1(p) = f(p), en kunnen we eenvoudig inzien dat a2(p) = f(a1(p)). Immers,
na twee stappen zijn de enkele lijnstukken vervangen door een (geschaalde) kopie van de
oorspronkelijke figuur, dus na twee stappen is de succeskans als voorheen, met dat verschil
dat p vervangen wordt door a1(p). Deze redenering is door te zetten en dat levert op dat

an(p) = f(an−1(p)).
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De iteratiefunctie f voldoet aan f(0) = 0, f(1) = 1. Aangezien de afgeleide van f in 0 en 1
allebei 0 is, heeft de vergelijking f(x) = x nog een derde oplossing in (0, 1). Het is eenvoudig
te zien dat deze oplossing r := −1

2 + 1
2

√
5 is. Onmiddelijk is in te zien dat voor p < r de limiet

0 is, en voor p > r de limiet 1 is. Als p = r, dan geldt dat an(r) = r voor alle n.
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5. Machten van twee

Prof. dr. H.W. (Hendrik) Lenstra, Universiteit van Amsterdam

Bewijs dat er reële getallen a0, a1, . . . , a8 zijn, niet alle 0, zodanig dat de veelterm
∑8

i=0 aiX
2i

deelbaar is door X8 −X3 − 1.

Uitwerking.
Laat de rest van X2i bij deling door X8−X3−1 gelijk zijn aan ri; dus elke ri is een polynoom
van graad kleiner dan 8. Omdat de verzameling polynomen van graad kleiner dan 8 een 8-
dimensionale vectorruimte is, zijn de negen polynomen r0, r1, . . . , r8 lineair afhankelijk, dus
er zijn reële getallen a0, a1, . . . , a8, niet alle 0, zodanig dat

∑8
i=0 airi = 0. Dan geldt∑8

i=0 aiX
2i =

∑8
i=0 ai(X

2i − ri), en dit is deelbaar door X8−X3− 1 omdat elke X2i − ri het
is.
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6. Buurloze binaire getallen

dr. G.W.Q. (Quintijn) Puite, Technische Universiteit Eindhoven - Hogeschool Utrecht

In deze opgave bestuderen we een getalstelsel dat lijkt op dat van de binaire getallen, maar dat
in twee opzichten anders is. Allereerst mogen de cijfers (bits), behalve +1 (“positief aan”) en 0
(“uit”), ook −1 (“negatief aan”) zijn. Ten tweede mogen er niet twee bits naast elkaar (positief
en/of negatief) “aan” staan. Als voorbeeld: het getal 7, dat we gewoonlijk binair schrijven als
111 (of bijvoorbeeld 00000111 als we binaire getallen van 8 bits bekijken), zal nu bijvoorbeeld
worden geschreven als (1, 0, 0,−1), dat staat voor 1 · 8 + 0 · 4 + 0 · 2 + (−1) · 1. En (−1, 0, 0, 1)
staat juist voor −7. In deze opgave voeren we dit getalstelsel formeel in en bewijzen we dat we
hiermee alle gehele getallen (ook de negatieve dus) uniek kunnen weergeven (op beginnullen
na).
De mogelijke bits zijn dus de cijfers −1, 0 en 1. Een rijtje van n bits (µn−1, µn−2, . . . , µ1, µ0)
heet correct als het voldoet aan de eis dat voor alle i = 1, 2, . . . , n−1 geldt dat µi = 0 of µi−1 =
0. Zo is (0,−1, 0, 0, 1, 0) wel een correct rijtje van 6 bits, maar (−1, 0, 0, 1,−1, 0) niet en
(1, 0, 1, 0, 1, 1) ook niet.

(a) Bewijs voor alle gehele n ≥ 1 dat het aantal correcte rijtjes van n bits gelijk is aan
4
3 · 2

n − 1
3 · (−1)n.

Aan een correct rijtje van n bits (µn−1, µn−2, . . . , µ1, µ0) kennen we nu het gehele getal

N =
n−1∑
i=0

µi2
i toe; we noemen het rijtje dan een buurloze schrijfwijze van n bits voor N .

Zo zijn (1, 0, 0,−1) en (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0,−1) buurloze schrijfwijzes van 4 respectievelijk 8
bits voor het getal 7.

(b) Bewijs voor alle N ∈ Z dat er voor voldoend grote n ≥ 1 precies één buurloze schrijfwijze
van n bits voor N is.

Uitwerking.

(a) Noem tn het aantal correcte rijtjes van n bits en noem de gegeven formule f(n) =
4
3 · 2

n − 1
3 · (−1)n. We moeten bewijzen dat voor alle gehele n ≥ 1 geldt dat tn = f(n).

De correcte rijtjes vormen een deelverzameling van de 3n rijtjes van n bits. Omdat voor
n = 1 de eis leeg is, zijn alle rijtjes van 1 bit correct. Dus t1 = 31 = 3. Anderzijds is
f(1) = 4

3 · 2−
1
3 · (−1) = 8

3 + 1
3 = 3, dus t1 = f(1).

Voor n = 2 houdt de eis in dat µ1 = 0 of µ0 = 0, oftewel: het mag niet zo zijn dat
µ1 6= 0 en µ0 6= 0. Er zijn dus precies 2 · 2 = 4 incorrecte rijtjes van 2 bits, dus
t2 = 32 − 4 = 5. Anderzijds is f(2) = 4

3 · 2
2 − 1

3 · (−1)2 = 16
3 −

1
3 = 5, dus t2 = f(2).

Stel nu dat n ≥ 3. De correcte rijtjes van n bits beginnen met een 0, 1 of −1. Als we
de 0 weghalen, houden we steeds een ander correct rijtje over van n− 1 bits, en op deze
manier kunnen we elk correct rijtje van n−1 bits krijgen. Als we de 1 weghalen, houden
we ook steeds een ander correct rijtje over van n− 1 bits, maar in dat geval begint dit
kortere rijtje met een 0 (want naast de 1 of −1 staat nooit een andere 1 of −1). Halen
we die ook weg, dan houden we steeds een ander correct rijtje over van n − 2 bits, en
op deze manier kunnen we elk correct rijtje van n − 2 bits krijgen. Voor de rijtjes van
n bits die beginnen met −1, geldt hetzelfde. Al met al zien we dat tn = tn−1 + 2tn−2.
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We laten nu zien dat f(n) ook aan deze recurrente betrekking voldoet:

f(n− 1) + 2f(n− 2) =
(
4
3 · 2

n−1 − 1
3 · (−1)n−1

)
+ 2

(
4
3 · 2

n−2 − 1
3 · (−1)n−2

)
= 4

3 · (2
n−1 + 2 · 2n−2)− 1

3 · ((−1)n−1 + 2 · (−1)n−2)

= 4
3 · (

1
2 · 2

n + 2
4 · 2

n)− 1
3 · (−1 · (−1)n + 2 · (−1)n)

= 4
3 · 2

n − 1
3 · (−1)n = f(n).

Omdat ook t1 = f(1) en t2 = f(2), volgt nu met inductie dat tn = f(n) voor alle n ≥ 1.

(b) Kies n ≥ 1 vast en stel dat
∑n−1

i=0 λi2
i =

∑n−1
i=0 µi2

i geldt voor twee verschillende correcte
rijtjes bits λi en µi. Door weghalen van gelijke beginbits, mogen we veronderstellen dat
λn−1 6= µn−1, zeg λn−1 < µn−1.

We bekijken eerst het geval λn−1 = 0 en µn−1 = 1. Het grootste getal dat met λn−1 = 0
te maken is, is 2n−2 + 2n−4 + . . . . Het kleinste getal dat te maken is met µn−1 = 1 is
gelijk aan 2n−1 − 2n−3 − 2n−5 − . . . . Omdat

2n−1 > 2n−1 − 1 = 2n−2 + 2n−3 + 2n−4 + 2n−5 + . . . ,

is het grootste getal dat met λn−1 = 0 te maken is, nog steeds kleiner dan het kleinste
getal dat te maken is met µn−1 = 1, in tegenspraak met

∑n−1
i=0 λi2

i =
∑n−1

i=0 µi2
i.

Bekijk vervolgens het geval λn−1 = −1 en µn−1 = 0. Het grootste getal dat met
λn−1 = −1 te maken is, is −2n−1 + 2n−3 + 2n−5 + . . . . Het kleinste getal dat te maken
is met µn−1 = 0 is gelijk aan −2n−2 − 2n−4 − 2n−6 − . . . . Omdat

−2n−1 < −2n−2 − 2n−3 − 2n−4 − 2n−5 − . . . ,

is het grootste getal dat met λn−1 = −1 te maken is, nog steeds kleiner dan het kleinste
getal dat te maken is met µn−1 = 0, in tegenspraak met

∑n−1
i=0 λi2

i =
∑n−1

i=0 µi2
i.

Veronderstel ten slotte dat λn−1 = −1 en µn−1 = 1. Het grootste getal dat met λn−1 =
−1 te maken is, is −2n−1 + 2n−3 + 2n−5 + . . . . Het kleinste getal dat te maken is met
µn−1 = 1 is gelijk aan 2n−1 − 2n−3 − 2n−5 − . . . . Omdat

2n−1 > 2n−2 + 2n−3 + 2n−4 + 2n−5 + · · · ≥ 2n−3 + 2n−5 + . . . ,

is het grootste getal dat met λn−1 = −1 te maken is, negatief, en het kleinste getal dat
te maken is met µn−1 = 1 juist positief, in tegenspraak met

∑n−1
i=0 λi2

i =
∑n−1

i=0 µi2
i.

We concluderen dat elk getal dus hooguit één buurloze schrijfwijze van n bits heeft.
Anders gezegd, de functie

Φ: (µn−1, µn−2, . . . , µ1, µ0) 7→
n−1∑
i=0

µi2
i

is injectief als functie van correcte rijtjes van n bits naar Z.

Voor oneven n is het maximale getal dat wordt bereikt Nmax = 2n−1 + 2n−3 + · · ·+ 22 +
20 = 2n+1−1

4−1 = 2
3 ·2

n− 1
3 en het minimale getal−Nmax. De verzameling {−Nmax,−Nmax+

1, . . . , 0, . . . , Nmax} bevat 2Nmax + 1 = 4
3 · 2

n − 2
3 + 1 = 4

3 · 2
n + 1

3 elementen.

Voor even n is het maximale getal dat wordt bereikt Nmax = 2n−1+2n−3+· · ·+23+21 =
2n+1−2
4−1 = 2

3 · 2
n − 2

3 en het minimale getal −Nmax. De verzameling {−Nmax,−Nmax +

1, . . . , 0, . . . , Nmax} bevat 2Nmax + 1 = 4
3 · 2

n − 4
3 + 1 = 4

3 · 2
n − 1

3 elementen.

18



We kunnen Φ dus opvatten als een functie van correcte rijtjes van n bits naar de
verzameling {−Nmax,−Nmax + 1, . . . , 0, . . . , Nmax} (i.p.v. Z), waarbij zowel domein als
codomein cardinaliteit 4

3 · 2
n − 1

3 · (−1)n hebben. Als injectieve functie is deze func-
tie tussen twee verzamelingen van even grote cardinaliteit dus ook surjectief. Door n
voldoende groot te kiezen, zien we in dat elk geheel getal wordt bereikt.

Opmerkingen

• Na afleiden van de recurrente betrekking tn = tn−1 + 2tn−2 (n ≥ 3) met beginwaarden
t1 = 3 en t2 = 5 kan men onderdeel (a) ook als volgt afmaken. De bij deze recurrente
betrekking behorende karakteristieke vergelijking luidt λ2−λ−2 = 0, oftewel (λ−2)(λ+
1) = 0, met oplossingen λ = 2 of λ = −1. We vinden dus dat tn = A · 2n + B · (−1)n

voor zekere constanten A en B. Invullen van n = 1 geeft 2A − B = t1 = 3, en n = 2
geeft 4A+B = t2 = 5. Hieruit volgt door optellen dat 6A = 8, dus A = 4

3 en vervolgens
dat B = 2A− 3 = 8

3 −
9
3 = −1

3 . We concluderen dat tn = 4
3 · 2

n − 1
3 · (−1)n.

• Hieronder ter illustratie een tabel van de getallen 1 tot en met 10 in deze notatie. Samen
met de getallen −10 tot en met 0 vormen deze de t4 = 21 getallen met een buurloze
schrijfwijze van 4 bits.

N 4 bits-binaire schrijfwijze voor N buurloze schrijfwijze van 4 bits voor N

1 0001 ( 0, 0, 0, 1)
2 0010 ( 0, 0, 1, 0)
3 0011 ( 0, 1, 0,−1)
4 0100 ( 0, 1, 0, 0)
5 0101 ( 0, 1, 0, 1)
6 0110 ( 1, 0,−1, 0)
7 0111 ( 1, 0, 0,−1)
8 1000 ( 1, 0, 0, 0)
9 1001 ( 1, 0, 0, 1)
10 1010 ( 1, 0, 1, 0)

• In de literatuur staat deze notatie bekend als de non-adjacent binary expansion van een
getal.
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7. Lijndans

Dr. ir. T. (Tom) Verhoeff, Technische Universiteit Eindhoven

Een groep dansers staat naast elkaar op een lijn opgesteld. Van hen zijn er N geheel in
het wit gekleed, één in het felrood en één in het lichtblauw. Bij hun lijndans beperken de
dansbewegingen zich tot het van plaats verwisselen van twee buren op de lijn.
De dansers kunnen op allerlei volgordes op de lijn staan. We letten daarbij alleen op hun
kleur. Zo kunnen met N = 2 de vier dansers in twaalf volgordes op de lijn staan.
De choreograaf vraagt zich af of het mogelijk is om een lijndans te bedenken waarbij elke
volgorde van opstellen precies één keer voorkomt.

(a) Voor welke N ≥ 0 bestaat zo’n lijndans?

(b) Voor welke N ≥ 0 bestaat een lijndans waarbij de begin- en eindopstelling ook door een
buurwisseling weer in elkaar over zijn te voeren?

Bewijs uw antwoorden.

Uitwerking.
Laten we eerst even tellen hoeveel volgordes er zijn. Dit aantal is de multinomiaalcoëfficiënt(

N + 2

N 1 1

)
= (N + 2)(N + 1) (7.1)

Of, anders geteld: de rode danser kan op N +1 plaatsen tussen de witte dansers staan, terwijl
de blauwe danser daar dan weer op N + 2 plaatsen tussen kan gaan staan.
De vraag is als volgt te vertalen naar een vraag over grafen. De buurwisselgraaf van de dans-
groep heeft als knopen de mogelijke opstellingen van de dansers op de lijn, waarbij twee knopen
met een kant verbonden zijn wanneer de opstellingen uit elkaar verkregen kunnen worden door
een buurwisseling. Figuur ?? toont de buurwisselgraaf voor N = 2. Daarbij gebruiken we de
getallen 0, 1 en 2 voor de kleuren wit, rood en blauw.
Een lijndans correspondeert met een Hamiltonpad in de buurwisselgraaf, omdat een Hamil-
tonpad langs de kanten van de graaf elke knoop precies één keer bezoekt. Het is niet zo
moeilijk om voor N = 2 een Hamiltonpad in Figuur ?? te vinden (zie Figuur ??).
Een lijndans waarbij de begin- en eindopstelling ook door een buurwisseling in elkaar over
zijn te voeren is triviaal voor N = 0 (12 − 21), en voor N > 0 correspondeert het met
een Hamtioncykel in de buurwisselgraaf . Het lukt niet om een Hamiltoncykel te vinden in
bovenstaande buurwisselgraaf voor N = 2.
Met wat meer puzzelen kom je er achter dat er altijd een Hamiltonpad (lijndans) bestaat, maar
dat alleen voor N = 0 en voor oneven N er ook een Hamiltoncykel bestaat. Zie Figuur ??
voor N = 3.
De antwoorden zijn dus:

1. Voor alle N ≥ 0.

2. Voor N = 0 en alle oneven N ≥ 1.

Hier volgen mogelijke bewijzen.
De buurwisselgrafen hebben een inductieve structuur (zie Figuur ??): De graaf voor N + 1
krijg je uit die voor N door
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Figuur 7.1: De buurwisselgraaf voor N = 2 (0 = wit, 1 = rood, 2 = blauw)
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Figuur 7.2: Een Hamiltonpad in de buurwisselgraaf voor N = 2

• achter elke opstelling een 0 te plakken (blauwe knopen)

• pad 0i10N−i2 (i = 0, . . . , N , rode knopen) met zijtakken toe te voegen

• pad 0N−j20j1 (j = 0, . . . , N , gele knopen) met zijtakken toe te voegen
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Figuur 7.3: Een Hamiltoncykel in de buurwisselgraaf voor N = 3
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Figuur 7.4: Buurwisselgraaf voor N = 3 verkregen uit die voor N = 2

1. Hamiltonpad voor N ≥ 0: Volg inductieve structuur; dit levert een “slang” die in 120N

begint en in 10N2 of 20N1 eindigt afhankelijk van de pariteit van N .
2. Het geval N = 0 is flauw. Hamiltoncykel voor oneven N ≥ 1: Van N naar N + 2 komt er
een cykel bij (vergelijk Figuur ??), die een parallelle kant heeft met de cykel voor N , en daar
dus aan gekoppeld kan worden.
Het lastigste stukje is te bewijzen dat er geen Hamiltoncykel bestaat voor even N ≥ 2. Zie
hiertoe Figuur ??.
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Figuur 7.5: Buurwisselgraaf voor N = 4 met bipartite kleuring

Een Hamiltoncykel steekt een aantal keer over van links naar rechts en terug over de dikke
kanten. Aan de linkerkant valt zo’n cykel uiteen in een aantal paden. Elk pad links begint
op een gele knoop en eindigt op een gele knoop, en verder alterneert de kleur langs zo’n pad.
Aangezien er links i.h.a. N/2 + 1 gele knopen meer zijn dan blauwe, zijn er ook N/2 + 1
paden, die N + 2 uiteinden hebben. Er zijn echter maar N + 1 oversteekjes mogelijk. Een
Hamiltoncykel is onmogelijk. Q.E.D.
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8. Machtreeksen

Prof. dr. J. (Jaap) Top, Rijksuniversiteit Groningen

Laat m een positief geheel getal zijn. Deze opgave gaat over een (2m − 1)-de-machtswortel
van het polynoom t + 1. Daarbij werken we over F2 = Z/2Z = {0, 1}, met als rekenregels
0 + 0 = 1 + 1 = 0 en 0 + 1 = 1 + 0 = 1 en 0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0 en 1 · 1 = 1.

De collectie formele machtreeksen over F2 in de variabele t noteren we als F2[[t]]. Per definitie
zijn deze machtreeksen expressies

∑∞
n=0 ant

n met alle an ∈ F2. Zulke machtreeksen tellen we
op volgens de regel ( ∞∑

n=0

ant
n

)
+

( ∞∑
n=0

bnt
n

)
=

∞∑
n=0

(an + bn)tn

en we vermenigvuldigen ze als( ∞∑
n=0

ant
n

)
·

( ∞∑
n=0

bnt
n

)
=

∞∑
n=0

(

n∑
j=0

ajbn−j)t
n.

Definieer verder Sm als de verzameling van alle gehele getallen n ≥ 0 waarvoor geldt, dat in de
binaire ontwikkeling van n geen enkele macht 2k met k een positief veelvoud van m voorkomt.
Zo geldt bijvoorbeeld 15 = 1 + 2 + 22 + 23 6∈ S3, terwijl 17 = 1 + 24 ∈ S3.

Tenslotte beschouwen we de machtreeks wm ∈ F2[[t]] gegeven door

wm :=
∑
n∈Sm

tn.

Toon aan, dat wm een (2m − 1)-de-machtswortel is van t+ 1.

Uitwerking.
Het is voldoende om aan te tonen dat w2m

m = (t+ 1)wm.
Omdat voor elke machtreeks

∑∞
n=0 ∈ F2[[t]] geldt dat( ∞∑

n=0

ant
n

)2

=

∞∑
n=0

ant
2n,

moeten we dus bewijzen dat

∑
n∈Sm

t2
mn =

(∑
n∈Sm

tn

)
+

(∑
n∈Sm

tn+1

)
.

Dit is equivalent met de volgende uitspraak: elke n ∈ Z≥0 zit ofwel in geen enkele, ofwel in
precies twee van de drie verzamelingen Sm en 1 +Sm en 2mSm. En dat laat zich bijvoorbeeld
goed met behulp van de binaire ontwikkeling van getallen bewijzen. Voor een niet-negatief
geheel getal

∑
at2

t met alle at ∈ {0, 1} noemen we at “het cijfer of plek t”.
De collectie Sm bestaat dus uit alle n ∈ Z≥0 die op de plekken m, 2m, 3m, . . . het cijfer 0
hebben. En dus bestaat 1 + Sm precies uit d́ıe n ∈ Z>0 met op de plekken 2m, 3m, . . . het
cijfer 0 en als er op plek m een cijfer 1 staat, dan staat op alle plekken 0 t/m m−1 het cijfer 0.
Tenslotte, 2mSm bestaat uit alle n ∈ Z≥0 met op de plekken 2m, 3m, . . . en ook op de plekken
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0 t/m m − 1 het cijfer 0. Uit deze omschrijving is simpel na te gaan dat elk niet-negatief
geheel getal inderdaad ofwel in geen enkel, ofwel in precies twee van de drie verzamelingen
Sm, 1 + Sm, 2

mSm zit. �
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9. Functies van oneven getallen

S. (Sjoerd) Boersma, Universiteit Utrecht

Zij X = {3, 5, 7, 9 . . .}, de verzameling oneven getallen groter dan 2. Noteer met N de natu-
urlijke getallen (exclusief nul). Definieer de functie f : X ∪ {1} → N als volgt:

• f(1) = 1.

• Voor x ∈ X: deel (x2 − 1) herhaaldelijk door 2 tot er een oneven getal overblijft. Dat
getal is f(x).

(a) Laat zien dat f(x) = x geen oplossingen heeft voor x ∈ X.

(b) Vind alle x ∈ X waarvoor geldt: f(x) < x.

(c) Laat zien dat fn(x) = x geen oplossingen heeft voor x ∈ X,n ∈ N.

Uitwerking.

(a) Er geldt dat voor zekere n ≥ 0:

f(x) =
x2 − 1

2n
,

ofwel:
f(x) · 2n = x2 − 1.

Als f(x) = x en rekenen we modulo x, dan staat er

0 ≡ −1 (mod x).

Dit leidt tot tegenspraak, aangezien x > 1.

(b) Voor x ∈ X geldt dat x ≡ ±1 (mod 4), ofwel x = y · 2z ± 1 met y oneven en z ≥ 2. Er
geldt nu dat:

x2 − 1 = (y · 2z ± 1)2 − 1 = y · 2z(y · 2z ± 2),

f(x) = y · (y · 2z−1 ± 1)

= y2 · 2z−1 ± y.

Stel dat y ≥ 3. Laat k = y − 3 ≥ 0:

f(x) = (k + 3)2 · 2z−1 ± (k + 3)

≥(k+3)2 · 2z−1 − (k + 3) dotted

= (k2 + 6k + 9) · 2z−1 − (k + 3)

(2k + 6) · 2z−1 + (k2 + 4k + 3) · 2z−1 − (k + 3)

≥ (2k + 6) · 2z−1 + (k2 + 4k + 3) · 2− (k + 3)

≥ (2k + 6) · 2z−1 + 3

> (2k + 6) · 2z−1 + 1 ≥ (k + 3) · 2z ± 1

= x.

Stel y = 1. Dan geldt f(x) = 2z−1 ± 1 < 2z ± 1 = x.

Ofwel: f(x) < x dan en slechts dan als x ∈ X één verschilt van een tweemacht.
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(c) In het vorige onderdeel zagen we dat f(x) < x dan en slechts dan als x ∈ X één ver-
schilt van een tweemacht. Noem oneven getallen die één verschillen van een tweemacht:
“communistisch” (dit is dus inclusief 1). Als x ∈ X communistisch is, geldt dat f(x)
ook communistisch is (aangezien x = 2z ± 1 geldt: f(x) = 2z−1 ± 1). Dus geldt voor
communistische x ∈ X dat de reeks (fn(x))n={0,1,2...} een reeks steeds kleinere commu-
nistische getallen bevat, gevolgd door enen. Voor een getal x ∈ X dat communistisch is
kan dus nooit gelden dat fn(x) = x.

Stel dat x ∈ X niet communistisch is, en dus f(x) > x. Er zijn nu twee mogelijkheden:

1.) fm(x) is communistisch voor geen enkele m ∈ N. In dat geval zullen de opeen-
volgende getallen in de reeks steeds groter worden en geldt voor geen enkele n:
fn(x) = x.

2.) fm(x) is communistisch voor zekere m > 0. Laat k het kleinste getal zijn waarvoor
dit geldt. Voor alle 0 < n < k geldt dat fn(x) > x. Voor alle n ≥ k geldt dat
fn(x) communistisch is, en dus fn(x) 6= x.

Hieruit volgt dat er geen combinatie x ∈ X, n ∈ N bestaat waarvoor geldt:

fn(x) = x.
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10. Herondriehoeken

Prof. dr. R. (Rob) Tijdeman, Universiteit Leiden

Een Herondriehoek is een driehoek waarvan zowel de lengte van elke zijde als het oppervlak een
positief getal is. Laat A een positief geheel getal zijn. We beschouwen twee Herondriehoeken
als gelijk als ze congruent aan elkaar zijn.1

(a) Bewijs dat het aantal verschillende Herondriehoeken met oppervlak A eindig is.

(b) Geef een bovengrens voor het aantal verschillende Herondriehoeken met oppervlak ten
hoogste A van de vorm CA3 waarbij C een positieve constante is.

(c) Bewijs dat het aantal verschillende Herondriehoeken met oppervlak ten hoogste A
gedeeld door A3 naar 0 gaat als A naar oneindig gaat.

Uitwerking.
We mogen veronderstellen dat a ≤ b < c. Verder geldt c ≤ s − 1

2 op grond van de driehoek-
songelijkheid en het geheel zijn van a, b, c.

(a) Er geldt a < 2s, b < 2s, c < 2s en
√
s/8 < A.

Dus zijn er maar eindig veel Herondrietallen (a, b, c) met oppervlak A.

(b) Er geldt 3a < a+ b+ c = 2s. Hieruit volgt a ≤ 2s/3 en s− a > s/3.
Dus A2 ≥ s(s− a)/4 ≥ s2/12. Zo vinden we dat s ≤ A

√
12.

Het aantal positieve gehele getallenparen (b, c) met b < c, b + c < 2s wordt begrensd
door s2.
Het gevraagde aantal Herondrietallen (a, b, c) wordt daarom begrensd door
2s
3 × s

2 = 2
3s

3 ≤ 2
3(A
√

12)3 = 16
√

3A3 < 28A3. Dus kan voor C het getal 28 gekozen
worden.

(c) Zij 0 < ε < 1/100. We onderscheiden twee gevallen.
Geval 1. Stel b > (1− ε)s. Dan is s− c < s− b ≤ εs.
Dus is het gevraagde aantal Herondrietallen (a, b, c) begrensd door (εs)2×2s < 24ε2

√
12A3 <

εA3.
Geval 2. Stel b ≤ (1−ε)s. Dan is A2 ≥ s× s

3×εs×
1
2 ≥

ε
6s

3. Hieruit volgt s ≤ (6ε )1/3A2/3.
Het aantal gevraagde Herondrietallen wordt dus begrensd door s3 ≤ 12

ε A
2.

Dus is het totale aantal verschillende Herondriehoeken met oppervlak ≤ A maximaal
εA3 + 12

ε A
2. Omdat ε willekeurig dicht bij 0 gekozen kan worden, volgt de claim.

1Als de lengtes van de zijden van de driehoek a, b en c zijn, dan wordt het oppervlak A gegeven door√
s(s− a)(s− b)(s− c) waarbij 2s ≡ a + b + c.
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11. Irreducibele permutaties en hun asymptotisch gedrag

A. (Arne) Smeets, Katholieke Universiteit Leuven

Zij n ≥ 1 een geheel getal. Zij Pn het aantal permutaties {a1, a2, . . . , an} van {1, 2, . . . , n}
met de eigenschap dat voor elke m met 1 ≤ m < n geldt dat {a1, a2, . . . , am} géén permutatie
is van {1, 2, . . . ,m}. Zo’n permutatie noemen we irreducibel.

(a) Laat zien dat Pn = n!−
∑n−1

l=1 Pl · (n− l)!.

(b) Laat zien dat limn→∞
Pn
n! = 1.

Uitwerking.

(a) Elke niet-irreducibele permutatie is de concatenatie van een irreducibele permutatie van
{1, 2, . . . , l} voor zekere 1 ≤ l < m, en een willekeurige permutatie van {l+1, l+2, . . . , n}.
Dit geeft de recursierelatie

n!− Pn =
n−1∑
l=1

Pl · (n− l)!.

(b) Dankzij de evidente ongelijkheid Pl ≤ l! zien we dat

1 ≥ Pn
n!

= 1−
n−1∑
l=1

Pl ·
(n− l)!
n!

≥ 1−
n−1∑
l=1

(
n

l

)−1
≥ 1− 2

n
−
n−2∑
l=2

(
n

l

)−1
= 1− 4(n− 2)

n(n− 1)
.

De insluitstelling garandeert bijgevolg dat

lim
n→∞

Pn
n!

= 1,

met andere woorden: “zo goed als alle”permutaties zijn irreducibel voor grote waarden
van n!.
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12. f(2013) = f(2014)

Prof. dr. G.J. (Gerhard) Woeginger, Technische Universiteit Eindhoven

Zij f : R→ R een continue functie zodanig dat voor elk integer k ≥ 1 het volgende geldt:∫ k

0
f2(x) dx =

∫ k

0
f(x)f(k − x) dx.

Bewijs dat f(2013) = f(2014).

Uitwerking.
We gebruiken de ongelijkheid 1

2(a2 + b2) ≥ ab en de gegeven vergelijking voor k = 4027.
Hieruit volgt ∫ 4027

0
f2(x) dx =

∫ 4027

0

1

2

(
f2(x) + f2(4027− x)

)
≥

∫ 4027

0
f(x)f(4027− x) =

∫ 4027

0
f2(x) dx.

Dit betekent dat de ongelijkheid dus in feite een gelijkheid is en daaruit volgt∫ 4027

0
(f(x)− f(4027− x))2 = 0.

Continüıteit van f toont nu aan dat f(x) = f(4027− x) voor 0 ≤ x ≤ 4027. Door keuze van
x = 2013, kunnen we het gestelde f(2013) = f(2014) concluderen.
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