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1. Natuurlijke sommen

Ronald Meester, Vrije Universiteit, Amsterdam

Het juiste antwoord is (
r

k

)(
n− 1

n− r + k

)
Dit is als volgt in te zien: de eerste factor komt natuurlijk van de keuze welke van de xi gelijk
is aan 0. De tweede factor is iets lastiger. De volgende interpretatie helpt misschien. Schrijf
de nummers 1 tot en met n op en zet tussen twee opeenvolgende getallen een verticale streep.
We moeten de totale som van n verdelen in r − k stukjes. Dat betekent dat ik van de n− 1
verticale streepjes er n− (r − k) moet weglaten.
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2. Differentieerbaar en integreerbaar

Stefaan Vaes, Katholieke Universiteit Leuven

(a) Een schoolse vraag

1. Ja. Stel dat a < b en f(a) = f(b). Wegens de middelwaardestelling bestaat er een
x tussen a en b met f ′(x) = 0. Dit is in tegenspraak met de veronderstelling dat
f ′(x) 6= 0 voor alle x ∈ R.

2. Nee. Je kan als voorbeeld de functie f : R2 → R2 : f(x, y) = (ex cos(y), ex sin(y))
nemen. De Jacobiaan van f in (x, y) is gelijk aan ex 6= 0, maar f(x, y+2π) = f(x, y)
zodat f zeker niet injectief is.

(b) Een vraag die je kort kan oplossen, maar inventiviteit vergt

Een dergelijke merkwaardige rij van functies bestaat inderdaad. Een concreet voorbeeld
gaat als volgt. We noteren met χ[a,b] de functie die gelijk is aan 1 op het interval [a, b]
en die gelijk is aan 0 elders. Definieer dan als volgt fn.

fn = χ[ i

2k
, i+1

2k

] als k ≥ 0 , 0 ≤ i ≤ 2k − 1 en n = 2k + i .

Omdat elk natuurlijk getal n op een unieke manier kan geschreven worden als n = 2k+ i
met k ≥ 0 en 0 ≤ i ≤ 2k − 1, is fn goed gedefinieerd. Per constructie zal∫ 1

0
fn(x) dx ≤ 2−k van zodra n ≥ 2k .

Dus zal

∫ 1

0
fn(x) dx→ 0 als n→∞.

Fixeer een willekeurige x ∈ [0, 1]. We tonen aan dat de rij fn(x) niet convergeert als
n→∞. Kies voor elke k ≥ 2 een ik en een jk in {0, 1, . . . , 2k − 1} zodanig dat

x ∈
[ ik
2k
,
ik + 1

2k
]

en x 6∈
[ jk
2k
,
jk + 1

2k
]
.

Per constructie zal

f2k+ik(x) = 1 en f2k+jk(x) = 0 voor alle k ∈ N .

De rij (fn(x))n∈N heeft dus zowel een deelrij die constant 1 is als een deelrij die constant
0 is. De rij (fn(x))n∈N is bijgevolg niet convergent.
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3. Het grootste nulpunt van een gëıtereerd polynoom

Walter Van Assche, Katholieke Universiteit Leuven

De rij (xn)n∈N wordt gegeven door xn =
√
xn−1 + c, waarbij x0 = 0 en telkens de positieve

wortel wordt gekozen. We zijn dus op zoek naar een fixpunt (vast punt) dat voldoet aan
x =
√
x+ c of nog x = T (x) en we moeten aantonen dat er een attractief fixpunt is. Er zijn

twee fixpunten: x± = (1 ±
√

1 + 4c)/2 en aangezien c > 0 is enkel x+ = (1 +
√

1 + 4c)/2
positief. Dit is onze vermoedelijke limiet. Een expliciete (maar onhandige) uitdrukking van
xn is

xn =

√
c+

√
c+

√
c+ · · ·+

√
c

waarbij in totaal n vierkantswortels staan.

De volgende werkwijze kan worden gevolgd:

Stap 1: We tonen aan dat 0 ≤ xn ≤ (1 +
√

1 + 4c)/2 voor alle n ∈ N. Dat kan eenvoudig
per inductie. Het is evident voor n = 0 (want x0 = 0) en ook voor x1 =

√
c. Stel

dat de ongelijkheden gelden voor n − 1, dan volgt uit xn =
√
xn−1 + c dat

√
c ≤ xn ≤√

x+ + c = x+ zodat de ongelijkheden ook gelden voor n.

Stap 2: Als 0 ≤ x ≤ x+ dan geldt T (x) ≤ x. Dit zie je eenvoudig op de figuur

Stap 3: De rij (xn)n∈N is stijgend. Dit volgt omdat xn =
√
xn−1 + c, zodat T (xn) =

T (
√
xn−1 + c) = xn−1. Uit Stap 2 (gecombineerd met Stap 1) volgt dus dat xn ≥ xn−1.
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Stap 4. Aangezien (xn)n∈N een stijgende rij is (Stap 3) die begrensd is (Stap 1), heeft deze
rij een eindige limiet. Nemen we in xn =

√
xn−1 + c de limiet voor n→∞, dan zien we

dat de limiet een fixpunt is x =
√
x+ c en het positieve fixpunt is x+.

De conclusie is dus dat voor c > 0 de limiet voor n → ∞ van het grootste reële nulpunt xn
bestaat en

lim
n→∞

xn =
1 +
√

1 + 4c

2
.

Wellicht interessant om weten is dat voor c > 2 alle nulpunten van Tn reëel zijn en dat hun
ophopingspunten (verdichtingspunten) een Cantorverzameling vormen met als eindpunten
±(1 +

√
1 + 4c)/2. Voor c = 2 zijn alle nulpunten van Tn reëel en zij liggen dicht in het

interval [−2, 2]; het zijn nulpunten van de Chebyshevpolynoom (van de eerste soort) van
graad 2n, maar vermenigvuldigd met de factor 2. Voor 0 < c < 2 zijn er complexe nulpunten
en zullen de nulpunten dicht liggen op een fractal in het complexe vlak (de Julia verzameling
van T ).
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4. In elkaars macht

Sjoerd Boersma, Universiteit Utrecht

Netjes tekenen helpt bij het begrijpen van de bewijzen. Buiten de wedstrijd om kan Mathe-
matica of Wolfram Alpha uitkomst bieden, maar het kan ook zeker zonder.

ab = ba <=> a1/a = b1/b

21/2 = 41/4 < 31/3

f(x) = x1/x is continu. Volgens de tussenwaardestelling geldt nu: ∀r ∈ (21/2, 31/3)∃s ∈ (2, 3) :
f(s) = r, en tevens ∃t ∈ (3, 4) : f(t) = r, ofwel elke tussengelegen waarde wordt aangenomen.
Nu geldt f(s) = f(t) en ts = st, en een dergelijk paar bestaat ∀r ∈ (21/2, 31/3), wat er
overaftelbaar veel zijn.
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5. Delen in ringen

Hendrik Lenstra, Universiteit Leiden

Voor b ∈ B, T ⊂ B schrijven we bT = {bt : t ∈ T}.
Voor y ∈ B geldt y ∈ S−1 desda yS ⊂ A.
Laat x ∈ B. Dan geldt x ∈ (S−1 · S)−1 dan en slechts dan als voor alle y ∈ S−1 geldt
xyS ⊂ A; met andere woorden, dan en slechts dan als voor elke y ∈ B met yS ⊂ A eveneens
geldt xyS ⊂ A.
Elke x ∈ A voldoet hier kennelijk aan, want A ·A ⊂ A. Stel dat x en x′ eraan voldoen. Dan
voldoet ook x−x′ eraan, want elk element van (x−x′)yS is een verschil van een element van
xyS ⊂ A en een element van x′yS ⊂ A, dus weer in A. We bewijzen nu dat ook xx′ eraan
voldoet. Neem dus y ∈ B met yS ⊂ A. Dan hebben we ten eerste x′yS ⊂ A. Als we nu x′y
de rol van y laten spelen, dan vinden we ten tweede xx′yS ⊂ A. Dus xx′ heeft inderdaad ook
de gewenste eigenschap.
Al met al hebben we zo bewezen dat (S−1 · S)−1 de deelring A omvat en gesloten is onder
aftrekking en vermenigvuldiging. Dus (S−1 · S)−1 is een deelring van B die A omvat.
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6. Binaire woorden

Frans Keune, Radboud Universiteit Nijmegen

Laat an dat aantal zijn. Laat bn het aantal zijn waarbij eis (2) is vervangen door d(w) = 2.
Voor woorden van lengte 2n, 2n+ 1 en 2n+ 2 hebben we dan de aantallen:

lengte→
2n 2n+ 1 2n+ 2

3 bn
2 bn an + 2bn

↑ 1 an + bn
d 0 an 2an + 2bn
−1 an + bn
−2 bn an + 2bn
−3 bn

Dus:

a0 = 1,

b0 = 0,

an+1 = 2an + 2bn (voor n = 0, 1, 2, . . . ),

bn+1 = an + 2bn (voor n = 0, 1, 2, . . . ).

Er geldt voor n = 0, 1, 2, . . . :

an+2 = 2an+1 + 2bn+1 = 6an + 8bn = 4an+1 − 2an.

Er zijn twee meetkundige rijen (rn) met rn+2 = 4rn+1 − 2rn voor alle n, namelijk met
r = 2 +

√
2 en r = 2 −

√
2. De rij (an) is een combinatie van deze twee meetkundige rijen:

er zijn x en y met an = x(1 +
√

2)n + y(1 −
√

2)n. Oplossen voor n = 0 en n = 1 levert de
formule

an = 1
2(2 +

√
2)n + 1

2(2−
√

2)n.
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7. Een rationale oplossing

Frans Oort, Universiteit Utrecht

b

(a)

{(1, 0)} ∪ {(x = α2 + 2, y = α(α2 + 1)) | α ∈ Q}.

Bewijs. Voor elk punt P = (x, y) 6= (1, 0) kiezen we de lijn die P verbindt met
S := (1, 0); merk op: als (x, y) 6= S voldoet aan (E) dan is x 6= 1. Die lijn wordt
gegeven door de vergelijking

(L) y = α · (x− 1).

Merk op dat

x3 − 4x2 + 5x− 2 = (x− 1)2(x− 2).

Substitutie van (L) in (E) geeft:

(α · (x− 1))2 = (x− 1)2(x− 2).

Uit α2 = x− 2 volgt x = α2 + 2. Met (L) geeft dit y = α(α2 + 1). We zien dat elk van
de gevraagde punten ongelijk aan S een eenduidig bepaalde α geeft, en dat elke α ∈ Q
de lijn (L) = (L)α geeft, die behalve het S ook het punt (x = α2 + 2, y = α(α2 + 1))
geeft.

(b) Merk op dat 261352 ≡ 7 (mod 13).
We bewijzen dat er niet een oplossing bestaat in (F13)

2.

De derde-machten in F13 zijn de restklassen van 0,±1,±8 in F13.

De vierde-machten in F13 zijn de restklassen van 0, 1, 3, 9 in F13.

We zien dat de restklasse van 7 niet van de vorm x3 + y4 geschreven kan worden met
x, y ∈ F13.
Dus is er geen oplossing in (F13)

2. Dus is er geen oplossing in Z2.

Alternatieve oplossing (door: dr. A. van Rooij):

We herleiden het probleem tot een kwestie van deelbaarheid van gehele getallen. Daartoe
ontbinden we het rechterlid. 1 is een wortel, dus is het rechterlid deelbaar door x − 1; het
blijkt (x− 1)2(x− 2) te zijn.
In de vergelijking y2 = (x− 1)2(x− 2) substitueren we x = a

b en y = c
d met a, c ∈ Z, b, d ∈ N,

a ⊥ b en c ⊥ d waar (⊥ = relatief priem).

(Tussendoor: dit kan niet als x = 0 of y = 0, x = 0 kan niet, y = 0 geeft x ∈ {1, 2}.)

Dan c2b3 = (a − b)2(a − 2b)d2. Omdat c2 ⊥ d2 en b3 ⊥ (a − b)2(a − 2b) (en b, d > 0) volgt
hieruit c2 = (a− b)2(a− 2b), b3 = d2.

16



Dus zijn a−2b en b kwadraten van natuurlijke getallen A respectievelijk B. Daarmee a− b =
A2 +B2, a = A2 +B2, c = ±(a− b)A = ±(A2 +B2)A, d = B3, en

x =
A2 + 2B2

B2
, y =

(A2 +B2)A

B3

Zo heb je precies alle oplossingen. Je kunt het antwoord nog wat oppoetsen: met α = A
B krijg

je x = α2 + 2, y = (α2 + 1)α (en α ∈ Q, α > 0).

Tweede alternatieve oplossing (door: dr. A. van Rooij):

Begin weer met y2 = (x − 1)2(x − 2), x = 1 geeft y = 0. Als x 6= 1 heb je ( y
x−1)2 = x − 2.

Met α = y
x−1 :

α2 = x− 2, dus x = α2 + 2

y = α(x− 1), dus y = (α2 + 1)α

Voor alle α ∈ Q voldoet dit.
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8. Een onorigineel volledig origineel

L.D. Molag, Universiteit Utrecht

Kies een a ∈ U . We nemen aan dat supb∈U |a − b| < 1 en zullen bewijzen dat dit tot een
contradictie leidt. Met d geven we de graad van P aan. Natuurlijk geldt d 6< 1 want P
moet minstens twee verschillende waarden aannemen. In het geval d = 1 zou P van de vorm
P (z) = z + c moeten zijn met c 6= 0. Omdat P−1(U) = U zou dit impliceren dat a+ cZ ⊂ U
en dus supb∈U |a− b| =∞. We zullen dus moeten aannemen dat d ≥ 2. Zij u ∈ U willekeurig,
aangezien gegeven is dat P monisch is en P−1(U) = U moet het polynoom P (z) − u een
product zijn van d factoren van de vorm z − b met b ∈ U . Hieruit volgt dat

|P (z)− u| ≤
(

sup
b∈U
|z − b|

)d
Dus volgt dat de compositiemachten van P voldoen aan

|P k(z)− u| ≤
(

sup
b∈U
|z − b|

)dk
voor alle k ≥ 1, zoals gemakkelijk met inductie is te bewijzen (hiervoor gebruik je dat |P (z)−b|
aan dezelfde ongelijkheid voldoet als |P (z)− u| hierboven). Combineren van onze resultaten
geeft

lim
k→∞

|P k(a)− u| ≤ lim
k→∞

(
sup
b∈U
|a− b|

)2k

= 0.

We hebben nu dus bewezen dat u = limP k(a) voor alle u ∈ U . Dit betekent uiteraard dat
#U = 1, we hebben dus de gewenste contradictie bereikt.
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9. Wandelen over de ribben van een blok

Gert Vegter, Rijksuniversiteit Groningen

(a) Noem het blok B en de bol S. We tonen de claim aan met inductie naar de dimensie d.

In het basisgeval d = 2 is B een rechthoek in het vlak met diagonaal ab, die binnen
een cirkel S ligt. De lijn door a en b begrenst twee gesloten halfvlakken, die elk een
hoekpunt van B bevatten. Laat c één van de andere twee hoekpunten van B zijn dat
in hetzelfde halfvlak ligt als het middelpunt van S (als het middelpunt van S op de
rand van beide halfvlakken ligt, dan kiezen we voor c een willekeurig ander hoekpunt).
Volgens de stelling van Thales ligt c binnen S. Het pad gevormd door de ribben ac en
cb ligt dus geheel binnen S, waarmee de bewering is aangetoond voor d = 2.

Stel de claim is bewezen voor dimensie d − 1, d > 2. Laat ab een lichaamsdiagonaal
van het blok zijn die geheel binnen de bol S ligt. Kies een zijvlak F van het blok dat a
bevat, en laat c de loodrechte projectie van b zijn op het affiene hypervlak Aff(F ) dat
F bevat zijn. Dan is c een hoekpunt, en bc een ribbe van B. Laat d het tegenover c
liggende hoekpunt van het blok B zijn. Ook ad is een ribbe van het blok. Dan is acbd
een rechthoek, die in een 2-dimensionaal vlak V ligt. De doorsnijding van V met de bol
S is een cirkel, die de diagonaal ab van de rechthoek acbd bevat. Volgens de basisstap
van ons inductiebewijs ligt dus tenminste één van de punten c en d binnen de cirkel
B ∩ S, en dus binnen de bol B.

Geval 1: c ligt binnen S. Dan is ac een lichaamsdiagonaal van F die binnen de bol
ligt, en dus levert de inductiehypothese voor het (d− 1)–dimensionale blok F en de bol
S ∩Aff(F ) een pad van a naar c, dat geheel uit ribben van F (en dus van het blok B)
bestaat. Samen met cb is dit het gevraagde ribbenpad.

Geval 2: d ligt binnen S. Dan is db een lichaamsdiagonaal van het tegenover F gelegen
zijvlak F̂ die binnen de bol ligt, en dus levert de inductiehypothese voor het (d − 1)–
dimensionale blok F̂ en de bol S ∩ Aff(F̂ ) een pad van d naar c, dat geheel uit ribben
van F̂ (en dus van het blok B) bestaat. Samen met de ribbe ad is dit het gevraagde
ribbenpad. Daarmee is de bewering bewezen.

(b) Laat f : Rd → R de functie zijn gedefiniëerd door:

f(x1, . . . , xd) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 p01 · · · p0d (p01)
2 + · · ·+ (p0d)

2

...
...

. . .
...

...

1 pd1 · · · pdd (pd1)2 + · · ·+ (pdd)
2

1 x1 · · · xd (x1)
2 + · · ·+ (xd)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Ontwikkelen van de ∆ naar de laatste rij geeft

f(x1, . . . , xd) = Π
(

(x1)
2 + · · ·+ (xd)

2
)

+

d∑
i=1

aixi + b,
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waarbij a1, . . . , ad, b reële constanten zijn die alleen van de punten p0, . . . , pd afhangen.
De punten liggen in algemene positie, dus Π 6= 0. Er geldt f(p0) = · · · = f(pd) = 0, dus
de punten p0, . . . , pd liggen op de nulverzameling van f . Omdat

f(x1, . . . , xd) = Π
( d∑
i=1

(xi +
ai
2Π

)2 −R2
)
, met R2 =

∑d
i=1 a

2
i − 4bΠ

4Π2
,

is deze nulverzameling de d-sfeer S door deze punten. Verder geldt: f is negatief binnen
S d.e.s.d. als Π > 0. Het punt q ligt dus binnen S d.e.s.d. als f(q) ·Π < 0, dus d.e.s.d.
als ∆ · Π < 0. (Opmerking: dit is de zgn. in-sphere test, die in de Computational
Geometry een rol speelt in de context van Delaunay triangulaties.)
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10. Duizelige schildpadden

Tom Verhoeff, Technische Universiteit Eindhoven

Let Pi be the i-th vertex of helix H(ψ, φ), and let θ = θ(ψ, φ). Also see Figure 10.1.

Figuur 10.1: H(60◦, arccos(1/3)) with labels and filled angles (left) and angle bisectors (right)

Observe that

• the exterior angle PiPi+1Pi+2 (the supplement of the angle at Pi+1 in 4PiPi+1Pi+2)
equals φ;

• the angle between the planes PiPi+1Pi+2 and Pi+1Pi+2Pi+3 equals ψ;

• the interior angle bisectors Pi+1Ti at the vertices of the helix are perpendicular to the
axis of the helix;

• the angle between adjacent angle bisectors equals θ, the exterior angle of the polygon
obtained by projection.

Now consider Figure 10.2, which is constructed as follows. It consists of three segments
P1P2P3P4 of helix H(ψ, φ). The angles ∠P1P2P3 and ∠P2P3P4 have been filled with rhombi.
Thus, Pi+1Ti is an interior angle bisector at Pi, and it is perpendicular to the other rhombus
diagonal Pi−1Pi+1. M1 is the midpoint of P2P3.
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Figuur 10.2: Three segments P1P2P3P4 of a helix with various auxiliary points, lines, and
polygons (point N1 not shown, see text)

M1S1 is the translation of P2T1 along P2P3. Similarly, M1S
′
2 is the translation of P3T2 along

P2P3. Consider a plane through M1 perpendicular to P2P3. This plane intersects rhombus
P1P2P3T1 at M1Q1, and rhombus P2P3P4T2 at M1Q

′
1. Hence, both M1Q1 and M1Q

′
1 are

perpendicular to P2P3. M1R1 is the interior angle bisector of ∠Q1M1Q
′
1.

From this construction we know that

• ∠P2P1T1 = φ and, hence, ∠P1P3M1 = φ/2;

• ∠Q1M1Q
′
1 = ψ and, hence ∠Q1M1R1 = ψ/2;

• ∠S1M1S
′
2 = θ and, hence ∠R1M1S1 = θ/2;

• M1S1 is perpendicular to P1P3, and ∠P3M1Q1 is a right angle; hence, ∠S1M1Q1 =
∠P1P3M1 = φ/2

We conclude that direction M1S1 can be obtained from direction M1R1 by first rotating
direction M1R1 by angle ψ/2 about P2P3, and then by angle φ/2 about the line through M1

perpendicular to Q1M1S1 (not shown in the figure). Alternatively, direction M1S1 can be
obtained by first rotating direction M1R1 by φ/2 about the line through M1 perpendicular
to P3M1R1 (not shown in the figure), and then by ψ/2 about P2P3.
Finally, observe that by exchanging φ and ψ in the latter operation on direction M1R1, you
obtain a different direction (in general, unless φ = ψ), because 3D rotations do not commute.
However, for the resulting angle R1M1S1 = θ/2 it does not matter, as we argue next.
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In Figure 10.2, imagine x, y, z-axes with

• the origin at M1,

• the x+-axis along M1P3,

• the y+-axis along M1N1, where N1 is such that M1N1 is perpendicular to P3M1R1, onN1

the same side as Q1 (N1 is not shown in the figure), and

• the z+-axis along M1R1.

Consider the unit vector (0, 0, 1), which points in the direction M1R1. Rotation by φ/2 about
the y+-axis yields the vector (sin(φ/2), 0, cos(φ/2)). Rotating this vector by −ψ/2 about the
x+-axis results in the vector

(sin(φ/2), sin(ψ/2) cos(φ/2), cos(ψ/2) cos(φ/2))

This is a unit vector pointing in the direction of M1S1; hence, its z-coordinate equals the
cosine of its angle with the z+-axis, that is, cos(θ/2). Therefore, we have

cos(θ/2) = cos(ψ/2) cos(φ/2)

Note that the right-hand side is symmetric in φ and ψ.
(End of Proof)
From this proof we learned even more:

Exterior Projected Angle Theorem

cos(θ/2) = cos(ψ/2) cos(φ/2) (10.1)

where θ = θ(ψ, φ).
Does the invariance theorem for discrete helices have a counterpart for continuous helices? Is
something invariant under exchanging curvature and torsion? Yes: arc length of one period.
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How Was This Discovered?

My father, Koos Verhoeff, had told me about some helix weavings, and had communicated
the roll and turn angles by phone (60◦ and arccos(1/3) ≈ 70.5◦). While constructing the helix
in Mathematica, I had accidentally swapped the two values. But I still got a helix winding
around a cylinder with the expected cross section, viz. a square, and therefore I thought
everything was okay.
When I found out about the mistake, I was surprised that the projection was also a square,
and asked myself why that was the case. Was this something accidental for this particular
helix, or a general property of these turtle helices?
Note that H(60◦, arccos(1/3)) has the (accidental) property that its axis passes through the
center of the angle spanning rhombi, as you can see in Figure 10.2. This is not a general helix
property, as you can see in Figure 10.3.

Figuur 10.3: Three segments P1P2P3P4 of H(90◦, 90◦) with angle bisectors, angle-filling
rhombi and (dashed) axis
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11. Machtige polynomen

Gerhard Woeginger, Technische Universiteit Eindhoven

These polynomials do not exist. Suppose (for the sake of contradiction) that there are six
real polynomials P1, ..., P6 for which

Q(x, y, z) =
6∑

k=1

P 4
k (x, y, z)

Among all terms xaybzc occurring in the polynomials Pk , pick one that lexicographically
maximizes the values a + b + c, then a, and finally b. Then the term (xaybzc)4 occurs in
the sum with positive coe?cients and cannot cancel out. We conclude that a + b + c = 2.
Therefore every Pk(x, y, z) has degree at most 2 and is of the form

a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 + b1yz + b2xz + b3xy + c1x+ c2y + c3z + d.

Since Q(−1,−1,−1) = 0, we see that Pk(−1,−1,−1) = 0 for all k. In an analogous way,
we see that the values Pk(−1, 1, 1), Pk(1,−1, 1), Pk(1, 1,−1), Pk(−1,−1, 1), Pk(−1, 1,−1), and
Pk(1,−1,−1) all must be zero. Since Pk(−1,−1, 1) = Pk(−1,−1,−1), we get b1 + b2 =
c3 . Analogous observations yield b1 + b3 = c2 and b2 + b3 = c1 . Since Pk(1, 1,−1) =
Pk(−1,−1,−1), we get b1 + b2 = c1 + c2 . Analogous observations yield b1 + b3 = c1 + c3
andb2 + b3 = c2 + c3. These equations imply that c1 = c2 = c3 = 0, that b1 = b2 = b3 = 0,
and thatd = −(a1 + a2 + a3). Therefore each Pk(x, y, z) is of the form

a1x
2 + a2y2 + a3z

2 − (a1 + a2 + a3).

We conclude Pk(1, 1, 1) = 0 and Q(1, 1, 1) = 0. Thats a contradiction.
Another solution: As above, we first observe that all six polynomials must be of degree at
most 2. Then we claim that any real polynomial P (x, y, z) of degree at most 2 satisfies

P (1, 1, 1) + P (1,−1,−1) + P (−1, 1,−1) + P (−1,−1, 1)

= P (−1,−1,−1) + P (−1, 1, 1) + P (1,−1, 1) + P (1, 1,−1).

This claim is easily verified for the four polynomials 1, x, xy, and x2 . Then symmetry proves
the claim for y, z, xz, yz, y2, and z2 , and taking linear combinations yields the claim in its
full generality. Since Q(−1,−1,−1) = 0, we see that Pk(−1,−1,−1) = 0for all k. In an analo-
gous way, we see that all the values Pk(−1, 1, 1), Pk(1,−1, 1), Pk(1, 1,−1), Pk(−1,−1, 1), Pk(−1, 1,−1),
and Pk(1,−1,−1) must be zero. Then the above claim yields that also Pk(1, 1, 1) = 0 for
all k. Finally, since Q(1, 1, 1) is the sum of the fourth powers of these values Pk(1, 1, 1), we
conclude that Q(1, 1, 1) = 0. Thats the desired contradiction.
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12. Complexe veeltermen

Arno van der Essen, Radboud Universiteit Nijmegen

i) Neem aan dat P = 0 met graad d = 0. We mogen aannemen dat P = td +
∑d−1

i=0 cit
i . We

laten nu eerst zien dat we mogen aannemen dat alle ci tot Q̄, de algebra ische afsluiting van
Q, behoren. Bekijk daartoe de universele veelterm

PU (t) = td +

d−1∑
i=0

Cit
i

waarbij de Ci nieuwe variabelen zijn. De veeltermring in deze variabelen met co effici enten
in Q̄ noteren we als Q̄[C]. De?nieer

Sm(C) :=

∫ 1

0
PU (t)mdt

en zij J het ideaal in Q̄[C] voortgebracht door alle Sm(C). Omdat het punt c = (c0, c1, . . . , cd−1)
een nulpunt is van alle Sm(C) (want Sm(c) =

∫ 1
0 P (t)mdt = 0) zit 1 niet in J . Uit de Nullstel-

lensatz volgt dan dat J een nulpunt a = (a0, a1, . . . , ad−1) in Q̄d heeft. Door P te vervangen
doorPa(t) = td +

∑d−1
i=0 ait

i zien we dat we mogen aannemen dat alle co efici enten van P tot
Q̄ behoren. ii) Uit i) volgt dat alle co efici enten van P in een eindige lichaamsuitbreiding K
van Q zitten. Voor bijna alle niet-archimedische waarderingen v op K geldt dan dat v(ci) ≥ 0
voor alle i. Volgens Dirichlet bestaan er oneindig veel priemgetallen van de vorm dm+ 1. Uit
voorgaande twee opmerkingen volgt dan dat er bestaan een priemgetal p van de vorm dm+ 1
en een niet- archimedische waardering v op K zodat v(ci) ≥ 0 en v(p) = 1.
iii) Kies nu m, p en v als in ii). Uit het gegeven

∫ 1
0 P (t)mdt = 0 leiden we nu een tegenspraak

af. Om te beginnen

P (t)m = tmd +

md−1∑
i=0

gi(c)t
i

waarbij gi(c) een veelterm is in de ci met gehele co efici enten. Door deze gelijkheid te inte-
greren van 0 tot 1 vinden we

0 =
1

p
+
md−1∑
i=0

1

i+ 1
gi(c).

Merk nu op dat v(1p) = −1 en dat alle termen onder het somteken een valuatie ≥ 0 hebben
(want v(ci) ≥ 0 voor alle i en md < md+ 1 = p), vinden we een tegenspraak.
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