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1. Grafen en matrices G.L.M. Cornelissen, Universiteit Utrecht

(a) We schrijven de matrix A op die bij T hoort. Voor g = 1 krijgen we een 2 × 2-matrix
in de basis {e1, ē1} als A =

(
1 0
0 1

)
(merk op dat de unieke lus als eindpunt zijn eigen

beginpunt heeft, dus die moeten we tellen; dit eindpunt is ook het beginpunt van zijn
omgekeerd geörienteerde lus, maar die moeten we volgens de definitie niet tellen). Nu
zie je meteen dat I −A de nulmatrix is, dus is dim KX = 2 in dit geval.

Als g ≥ 2, dan is A−I in de basis {e1, . . . , eg, ē1, . . . , ēg} van de vorm A−I =
(

B B
B B

)
, met

B een g × g matrix met nullen op de diagonaal en 1 overal anders. Hij kan dus worden
geveegd tot A − I ∼

(
B 0
0 0

)
. Nu doen we het volgende: de eerste kolom van alle andere

kolommen in B aftrekken; dan alle rijen bij de eerste optellen; dan alle kolommen bij
de eerste optellen. Het resultaat is B ∼ diag(g − 1,−1, . . . ,−1) en A is dus equivalent
met een matrix die bestaat uit uitsluitend nullen, behalve op de eerste g plaatsen op de
diagonaal. Hieruit volgt dat dim KX = g.

Conclusie:

dim KX =
{

2 als g = 1
g als g ≥ 2

(b) Stel dat e in de lus c voorkomt, en neem aan dat e′ de unieke zijde in c is die volgt op e,
waarbij we de eerste zijde van c beschouwen als de zijde die volgt op de laatste zijde. Dan
heeft e′ als beginpunt het eindpunt van e en is het volgende waar: T (e)− e′ = T (ē′)− ē,
zie figuur 1.1.

Figuur 1.1: Illustratie van de vergelijking

Daarmee berekenen we:

(T − 1)ϕ(c) = (T − 1)(
∑

e−
∑

ē)

=
∑

T (e)−
∑

e−
∑

T (ē) +
∑

ē

=
∑

T (ē′)−
∑

ē +
∑

e′ −
∑

T (ē)−
∑

e +
∑

ē

= 0.

Waaruit volgt dat inderdaad ϕ(c) ∈ KX .

1



2. Roosters kleuren F.J. van de Bult, Universiteit van Amsterdam

(a) Merk als eerste op dat de eis equivalent is met de conditie dat twee punten die horizon-
taal, verticaal of diagonaal naast elkaar liggen niet dezelfde kleur mogen hebben.

Stel dat er in een rij (of kolom) punten maar twee kleuren gebruikt worden, A en B.
Aangezien twee naburige punten niet dezelfde kleur mogen hebben betekent dit dat de
kleur van de punten op deze rij om en om A dan wel B is. De rij erboven kan dan
geen punten bevatten die kleur A of B hebben (want elk punt in die rij ligt verticaal
of diagonaal naast een punt dat kleur A heeft en een punt dat kleur B heeft). Die rij
wordt dus gekleurd met alleen de andere twee kleuren C en D. Met inductie zien we
dan dat alle rijen gekleurd zijn met maar twee rijen en dat in elke rij de twee kleuren
van die rij om en om voorkomen. Dit betekent dat de hele kleuring invariant is onder
een horizontale translatie van lengte 2.

Laten we nu een rij bekijken die drie verschillende kleuren heeft, A, B en C. Het punt
dat recht boven het middelste punt ligt kan niet de kleuren A, B of C hebben, omdat
het al grenst aan punten met die kleuren. Dat punt heeft dus kleur D. Dan zie we dat
de punten boven en onder het eerste en derde punt de kleur C respectievelijk A moeten
hebben, ofwel boven deze rij van drie punten met de kleuring ABC ontstaat een rij van
drie punten met nu de kleuren CDA. Met hetzelfde argument komt daarboven weer
een rijtje dat de kleuren ABC heeft en uit inductie volgt nu dat deze twee kleuringen
elkaar opvolgen. In de verticale richting hebben we dan 3 kolommen gevonden waarvan
de punten elk maar door twee kleuren gekleurd worden. Zoals we net gezien hebben
betekent dit dat er een translatiesymmetrie van de kleuring bestaat.

Als er echter nooit 3 verschillend gekleurde punten op een rij liggen kan elke rij maar
met 2 kleuren gekleurd worden, dus is er ook dan een translatiesymmetrie. Er is dus
altijd een translatie te vinden die de kleuring invariant laat.

Overigens hoeft die translatiesymmetrie maar 1 richting op te staan: Bekijk maar de
kleuring met 4 kleuren die (x, y) kleurt als (x mod 2, y mod 2) als y ≥ 0 en (x + 1
mod 2, y mod 2) als y < 0.

(b) In drie of meer dimensies is er niet noodzakelijkerwijs een translatiesymmetrie van je
kleuring. Neem voor het geval van drie dimensies een kleuring K van het vlak met
slechts 1 translatierichting (die zoals we net zagen bestaat) en creeër een kleuring van
de punten van Z3 door het vlak z = 0 door K te kleuren (met dus 4 kleuren), het vlak
z = 1 door K een kwart slag gedraaid (met 4 andere kleuren) en alle andere vlakken
z = k door een kleuring van het vlak met twee translatierichtingen (zoals (x, y) kleuren
met kleur (x mod 2, y mod 2)), om en om met de 4 kleuren van het vlak z = 0 voor
even k en met de 4 kleuren van het vlak z = 1 voor oneven k. Dan zal een translatie van
de kleuring die de kleuring behoudt de z-coordinaat niet mogen veranderen. Maar dan
moet een translatie het vlak z = 0 invariant laten en het vlak z = 1, maar de translaties
die het vlak z = 0 invariant laten laten niet het vlak z = 1 invariant en omgekeerd. Dus
bestaat er geen translatie symmetrie van deze kleuring.
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Voor nog hogere dimensies kunnen we met inductie op een soortgelijke manier een
kleuring vinden die niet translatieinvariant is. Stel dat we een correcte kleuring Kn−1

hebben van Zn−1 die geen translatiesymmetrie heeft. Merk op dat er ook een kleuring
Ln−1 is van Zn−1 die wel een translatiesymmetrie heeft, namelijk door elk punt te
reduceren in (Z/2Z)n−1. Stapel nu deze kleuringen Ln−1 op elkaar door om en om
de eerste helft van het kleurenpalet dan wel de tweede helft van de mogelijke kleuren
te gebruiken en stop er één keer de kleuring Kn−1 tussen. Dan heeft de resulterende
kleuring van Zn geen translatiesymmetrieën.

3



4



3. Een eigenschap van Gram matrices J.H. Brandts, Universiteit van Amsterdam

(a) De som van alle entries van N is gelijk aan e∗Ne, waarbij e∗ = (1, 1). Hiervoor geldt
dat

e∗Ne = e∗Q∗Qe = ‖Qe‖2 > 0,

omdat ‖ · ‖ een norm is op R2 en omdat Qe 6= 0 wegens de onafhankelijkheid van de
kolommen van Q. Omdat de som van de beide kolomsommen van N dus groter is dan
nul, is minstens één van hen positief. En dus:

β(N) ≥ 1.

(b) Beschouw nu de andere kolomsom van N . Als deze ook positief is, geldt de bewering
omdat β(N) = 2. Als deze niet positief is, dan kan dat alleen komen doordat de entry
van die kolom die niet op de diagonaal van N staat, negatief is. Immers, de diagonaal-
entries van N zijn gelijk aan ‖q1‖2 en ‖q2‖2 en dus positief. In dat geval is dus α(N) = 1
en β(N) = 1.

(c) Het argument bij (a) geldt niet alleen voor k = 2; met e∗ = (1, . . . , 1) zien we dat de
som van alle entries van N positief is, en er dus minstens één positieve kolomsom is.

(d) Zonder verlies van algemeenheid mogen we aannemen dat de eerste kolomsom van N
positief is. Schrijf nu Q = [q1|Q1] met n× (k − 1) matrix Q1 = [q2, . . . , qn], dan is

N = Q∗Q =
[

q∗1q1 q∗1Q1

Q∗
1q1 N1

]
, waarbij N1 = Q∗

1Q1.

Laat q het aantal negatieve entries van q∗1Q1 zijn, dan is α(N) = α(N1) + q. Deze q
entries kunnen hooguit q positieve kolomsommen van N1 teniet doen. Omdat de eerste
kolomsom van N echter positief is, geldt dus

α(N) + β(N) ≥ α(N1) + β(N1) + 1,

en een inductie-argument bewijst nu de bewering.

5



4. Inverteren door interpoleren? H.W. Lenstra, Universiteit Leiden

Het antwoord luidt bevestigend. Om zo’n f te construeren, beschouwt men het polynoom
g =

∏
n∈V (1−nx). Het heeft gehele coëfficiënten en constante term 1, dus er is een polynoom

f met gehele coëfficiënten waarvoor geldt g = 1 − x · f . Substitueert men 1/n voor x, met
n ∈ V , dan vindt men 1− (1/n) · f(1/n) = g(1/n) = 0, dus f(1/n) = n, zoals verlangd.
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5. Wandelen langs gekleurde grafen R. Tijdeman, Universiteit Leiden

(a) Beschouw vijf punten A,B, C, D, E en kleur de bogen AB,AC,AD,BC,BE blauw en
de andere vijf bogen rood. Dan is er geen éénkleurige cykel van lengte ≥ 4.

(b) Stel we hebben zes punten A,B, C, D, E, F met elk paar punten verbonden door een rode
of een blauwe boog zonder een éénkleurige 4-cykel. Omdat er 5 bogen in A uitkomen,
hebben minstens 3 daarvan dezelfde kleur. Dus mogen we aannemen dat AB,AC en
AD alle blauw zijn. Dan zijn CE en DE niet beide blauw, zeg DE is rood. Verder
zijn BF en CF niet beide blauw, zeg CF is rood. Tevens zijn BC en BD niet beide
blauw, zeg BC is rood. Ook zijn BD en CD niet beide blauw. We onderscheiden de
twee gevallen.

Stel BD is rood. Dan volgt dat CE, DF en EF blauw zijn, maar dan is de cykel
(ACEFD) geheel blauw.

Stel CD is rood. Dan volgt dat BE en EF blauw zijn, AF,CE en DF rood, maar dan
is de cykel (CEDF ) geheel rood. In beide gevallen krijgen we dus een tegenspraak.

(c) Beschouw de situatie voor m(k)+2k+2 punten. Per definitie is er een éénkleurige cykel
van lengte ≥ k. Als de cykel lengte groter dan k + 1 heeft, zijn we tevreden. Anders
beschouwen we m(k) + k + 1 punten die geen punt van die cykel bevatten. Ook die
bevatten een éénkleurige cykel van lengte ≥ k. Als de cykel lengte groter dan k + 1
heeft, is de bewering bewezen. Beschouw anders m punten die geen punt van beide
cykels bevatten. Daaronder is nog een éénkleurige cykel van lengte ≥ k. We hebben nu
drie disjuncte éénkleurige cykels van lengte ≥ k, dus twee met dezelfde kleur. Beschouw
deze cykels met alle bogen die beide cykels verbinden. Zeg dat de cykels rood zijn.

Als er twee rode verbindingsbogen tussen de cykels zijn met disjuncte eindpunten, dan
is er een rode cykel van lengte tenminste k + 2: loop van het ene voetpunt naar het
andere langs het langste cykeldeel (lengte ≥ k/2), steek over naar de andere cykel 1 en
loop naar het andere voetpunt op die cykel langs het langste cykeldeel (lengte ≥ k/2)
en ga terug naar het beginpunt.

Als er geen twee rode verbindingsbogen tussen de cykels met disjuncte eindpunten zijn,
dan is er één punt op een cykel waarvan alle rode bogen naar de andere cykel uitgaan.
Als we dat punt uitzonderen en tevens een willekeurig punt op de andere cykel, dan
houden we k−1 punten A1, . . . , Ak−1 op de ene cykel over en k−1 punten B1, . . . , Bk−1

op de andere cykel zó dat elke boog van een punt Ai naar een punt Bj blauw is. Dan is
(A1B1A2B2A3B3 . . . Ak−1Bk−1) een blauwe cykel van lengte 2k−2. Omdat 2k−2 ≥ k+2
voor k ≥ 4, hebben we de bewering bewezen.

(d) De bewering is waar voor k = 2 volgens b). De bewering volgt nu met volledige inductie
naar k vanwege c).

8



Onze visie
op een glanzende loopbaan

Optiver, Shemara van den Heuvel (Recruiter Trading), De Ruyterkade 112, 1011 AB Amsterdam,T 020 - 5319000

Vanuit dit pand handelen onze Market Makers 
wereldwijd op vrijwel alle internationale optiebeurzen.
Spannend werk, want Market Makers vormen de tegen-
partij voor beleggers op de beurs. Onze Market Makers
hebben diverse achtergronden en nationaliteiten. Wat
zij gemeenschappelijk hebben is hun superieure reken-
vaardigheid, stressbestendigheid en besluitvaardigheid.
Daarnaast dragen zij veel verantwoordelijkheid. Hoe 
ga je daarmee om? Dat leer je tijdens de interne oplei-
ding van 4 tot 5 weken. Daarnaast moet je een aantal
eigenschappen hebben die niet aan te leren zijn: een
competitieve geest, een resultaatgerichte instelling en
een heel goed analytisch inzicht.
Wij zoeken Market Makers: initiatiefrijke academici 
met een excellent cijfermatig inzicht – relevante 
werkervaring is niet vereist.We verwachten een grote
zelfwerkzaamheid want je blijft leren gedurende je 

loopbaan binnen Optiver. Je moet hier zelf veel tijd en
energie in steken maar er staat ook veel tegenover:
Optiver biedt je de kans om jezelf te ontplooien binnen
een professionele, internationale handelsorganisatie.
Heb jij een sterke drive om te winnen en ben je niet
bang om verantwoordelijkheid te dragen? Ga naar
www.optiver.com voor meer informatie over de
vacatures en om te solliciteren.

Optiver handelt in derivaten, aandelen en obligaties
vanuit het Amsterdamse hoofdkantoor en vanuit de 
filialen in Chicago en Sydney.

Acquisitie n.a.v. deze advertentie wordt niet op prijs gesteld.

Optiver zoekt Market Makers

Optiver_Limo_2007  11-04-2007  15:06  Pagina 1



6. Flip It J. Top, Rijksuniversiteit Groningen

Schrijf F = Z/2Z = {0, 1}. De kleuren die we gebruiken voor de punten in het netwerk, geven
we weer door de getallen 0 en 1 uit F. Het flippen is (in F) de bewerking x 7→ x + 1, immers
die beeldt 0 op 1 af, en 1 op 1 + 1 = 0.

Nummer de punten in het netwerk: 1, 2, 3, . . . , n. Een toestand van het netwerk is nu
hetzelfde als een vector a = (a1, . . . , an), waarbij ai = 0 als de i-de punt wit is, en ai = 1 als
de i-de punt zwart is. Ook de collectie punten die we aanwijzen om samen met hun buren
van kleur te gaan flippen, geven we aan door een vector uit Fn.

Het effect van het aanwijzen van een aantal punten is dus, dat er bij de toestandsvector een
zekere ‘translatievector’ wordt opgeteld. Met andere woorden, de hele puzzel wordt beschre-
ven door een afbeelding, die aan ieder van alle mogelijke aanwijsvectoren, de bijbehorende
translatievector toevoegt. Anders gezegd, door een afbeelding

L : Fn −→ Fn.

Deze afbeelding L is lineair en wordt dus gegeven door een n×n matrix A = (ai,j). De kolom
bestaande uit a1,j , a2,j , . . . , an,j hierin, is het beeld van de j-de standaard basisvector. Per
definitie heeft dit beeld op de i-de plek een 1, precies dan als i = j of als i en j buren zijn.
Oftewel:

ai,j = 1 ⇔ i = j of i en j zijn buren.

In het bijzonder is de matrix A symmetrisch, en op de diagonaal van A staan allemaal enen.
Wij willen bewijzen, dat er een aanwijsvector a bestaat, die als effect heeft dat elk punt van

het netwerk flipt. Dat houdt in, dat de translatievector bij deze a de vector e := (1, 1, 1, . . . , 1)
(geen enkele nul) moet zijn. Kortom, we zoeken een oplossing x van Ax = e.

Door v ·w :=
∑

viwi wordt een niet-ontaarde, bilineaire vorm op Fn gedefinieerd. Schrijf
C⊥ := {w ∈ Fn; w · v = 0 ∀v ∈ C}. Is B het beeld van L, dan moeten we aantonen e ∈ B
oftewel B⊥ ⊂ e⊥. Uit het feit dat A symmetrisch is volgt dat B⊥ = Ker(A). Het volstaat
dus te bewijzen, dat Ker(A) ⊥ e. Dit volgt uit het feit dat v · Av = v · e voor elke v ∈ Fn

(waarin zowel het symmetrisch zijn van A als het feit dat op de diagonaal alleen enen staan,
wordt gebruikt). Dit bewijst de bewering.
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7. Voor de hand liggend, maar niet makkelijk R.W.J. Meester, Vrije Universiteit

We noteren een stochastische grootheid met verdeling X gegeven dat X ≥ m met Xm, en
evenzo definiëren we Ym. We moeten aantonen dat P (Xm ≥ n) ≤ P (Ym ≥ n). Omdat
voor 0 ≤ x, y < 1 geldt dat x/(1 − x) ≤ y/(1 − y) dan en slechts dan als x ≤ y, en
1−P (Xm ≥ n) = P (Xm < n), is het voldoende om te laten zien dat voor n ∈ {m+1, . . . , k}:

P (Xm ≥ n)
P (Xm < n)

≤ P (Ym ≥ n)
P (Ym < n)

,

hetgeen hetzelfde is als
P (Ym ≥ n)
P (Xm ≥ n)

· P (Xm < n)
P (Ym < n)

≥ 1 . (7.1)

Als we nu Z1 en Z2 schrijven voor de kans dat X ≥ m respectievelijk Y ≥ m, dan wordt de
linkerkant van (7.1)

1
Z2

∑k
j=n

(
k
j

)
qj(1− q)k−j

1
Z1

∑k
j=n

(
k
j

)
pj(1− p)k−j

·
1

Z1

∑n−1
j=m

(
k
j

)
pj(1− p)k−j

1
Z2

∑n−1
j=m

(
k
j

)
qj(1− q)k−j

. (7.2)

Als we de notatie φp = p
1−p en φq = q

1−q invoeren, dan kunnen we (7.2) verder herschrijven
als

qn(1− q)k−n
∑k

j=n

(
k
j

)
φj−n

q

pn(1− p)k−n
∑k

j=n

(
k
j

)
φj−n

p

·
pn(1− p)k−n

∑n−1
j=m

(
k
j

)
φj−n

p

qn(1− q)k−n
∑n−1

j=m

(
k
j

)
φj−n

q

=

=

∑k
j=n

(
k
j

)
φj−n

q∑k
j=n

(
k
j

)
φj−n

p

·
∑n−1

j=m

(
k
j

)
φj−n

p∑n−1
j=m

(
k
j

)
φj−n

q

. (7.3)

Omdat φp ≤ φq, geldt ook
k∑

j=n

(
k

j

)
φj−n

q ≥
k∑

j=n

(
k

j

)
φj−n

p

en
n−1∑
j=m

(
k

j

)
φj−n

p ≥
n−1∑
j=m

(
k

j

)
φj−n

q .

Dus de expressie in (7.3) is minstens gelijk aan 1 en (7.1) is hiermee bewezen. �
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8. Uniciteit van de LU decompositie C. Vuik, Technische Universiteit Delft

We geven eerst wat tussenresultaten.

Lemma 8.1
L ∩ U = {I},

waarbij I ∈ Rn×n de eenheidsmatrix is.

Bewijs. Dit volgt eenvoudig uit de definities van L en U. �

Lemma 8.2 De verzamelingen L en U zijn gesloten ten opzichte van de matrixvermenigvul-
diging, dat wil zeggen, als L1, L2 ∈ L dan L1L2 ∈ L en voor alle U1, U2 ∈ U geldt U1U2 ∈ U.

Bewijs. Zij L1, L2 ∈ L willekeurig. Als we naar (L1L2)i,j kijken met i < j dan blijkt dat dit
element het product is van de ie rij van L1 en de je kolom van L2. Omdat van de ie rij van
L1 slechts de eerst i elementen ongelijk aan nul zijn en van de je kolom van L2 de eerste j−1
elementen gelijk aan nul zijn, volgt uit i ≤ j − 1 dat het product nul is. Eenvoudig is in te
zien dat (L1L2)i,i = 1.

Voor U gaat het bewijs analoog. �

Lemma 8.3 De verzamelingen L en U zijn gesloten ten opzichte van de inverse operatie dat
wil zeggen, als L ∈ L dan L−1 ∈ L en voor alle niet-singuliere U ∈ U geldt U−1 ∈ U.

Bewijs. Het bewijs gaat uit het ongerijmde. Zij L ∈ L willekeurig. Merk op dat det(L) = 1,
dus L heeft een inverse matrix L−1. Stel dat L−1 geen element is van L, dan is er een
coëfficiënt op de diagonaal van L ongelijk aan 1 of is er een coëfficiënt in de rechterbovenhoek
van L ongelijk aan nul. Stel eerst dat er ten minste één kolom (je kolom) van L−1 is waar
voor geldt: er is een 1 ≤ i < j met

• (L−1)i,j 6= 0,

• (L−1)k,j = 0, 1 ≤ k < i.

Hieruit volgt (LL−1)i,j = (L−1)i,j 6= 0 hetgeen in tegenspraak is met LL−1 = I. Stel nu
dat anderzijds er een 1 ≤ i ≤ n bestaat zodanig dat (L−1)i,i 6= 1. Uit (LL−1) = I en
het bovenstaande volgt (LL−1)i,i = (L−1)i,i = 1. Beide gevallen leiden tot een tegenspraak,
waarmee het gestelde is bewezen.

Voor U gaat het bewijs analoog. �

Bewijs
Het bewijs gaat uit het ongerijmde. Stel dat er L1, L2 ∈ L en U1, U2 ∈ U zijn zodanig dat

L1U1 = A en L2U2 = A.

Hieruit volgt dat
L1U1 = L2U2. (8.1)
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Omdat A niet-singulier is geldt dat U2 ook niet singulier is. Verder geldt dat det(L1) = 1,
dus L1 is niet singulier. We vermenigvuldigen (8.1) van links met L−1

1 en rechts met U−1
2 dan

volgt dat
U1U

−1
2 = L−1

1 L2. (8.2)

Omdat L en U gesloten zijn ten opzichte van de inverse operatie en de vermenigvuldiging
volgt dat L−1

1 L2 ∈ L en U1U
−1
2 ∈ U. Uit (8.2) volgt dan dat U1U

−1
2 = L−1

1 L2 een element is
van L ∩ U = {I}. Hieruit volgt: L1 = L2 en U1 = U2, waarmee de stelling bewezen is.
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9. Eulers benadering van π N.P. Landsman, Radboud Universiteit Nijmegen

(a) De algemene formule van Taylor luidt

f(x) = f(0) + f ′(0)x +
1
2!

f ′′(0)x2 + · · ·+ 1
n!

f (n)(0)xn + · · · (9.1)

Omdat
tan(x) = sin(x)/ cos(x) (9.2)

geldt tan(0) = 0/1 = 0, en dus
arctan 0 = 0. (9.3)

Verder geldt arctan′(x) = 1/(1+x2) (parate kennis). Voor |x| < 1 geldt de meetkundige
reeks:

1
1 + x2

= 1− x2 + x4 − x6 + · · · (9.4)

Termsgewijze integratie geeft (1) in de opgave. Hierbij moet worden opgemerkt dat de
integratieconstante nul is wegens (9.3).

(b) Uit (9.2) en de formules (parate kennis)

sin(a− b) = sin a cos b− cos a sin b; (9.5)
cos(a− b) = cos a cos b + sin a sin b (9.6)

volgt

tan(a− b) =
tan a− tan b

1 + tan a tan b
. (9.7)

Hieruit volgt onmiddellijk (3) in de opgave.

Stel nu tan a = x/y en tan b = z/w. Invullen in (3) in de opgave geeft na enig herschik-
ken (4) in de opgave.

(c) Kies x = y = z = 1 en w = 2; dit geeft

arctan 1 = arctan
(

1
2

)
+ arctan

(
1
3

)
. (9.8)

Realiseer je nu dat arctan 1 = π/4; dit geeft (5) in de opgave. Vervolgens geeft x = z = 1,
y = 2 en w = 7 vgl. (6) in de opgave. Dan geeft x = z = 1, y = 3 en w = 7 vgl. (7) in
de opgave. Ten slotte geeft x = 2, y = 11, z = 1 en w = 7 vgl. (8) in de opgave.

(d) Vul in de opgave (8) in (7) in, dan (7) in (6), dan (6) in (5). Dit geeft (9).

(e) De combinatie van (9) en (1) in de opgave geeft numeriek

π ∼ 3.14159265357. (9.9)

Hiervan zijn de eerste 10 decimalen goed.
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10. Stelsel met een singuliere matrix oplossen M.A. Botchev, Universiteit Twente

(a)
Ax = b, A = AT ∈ Rn×n, x, b ∈ Rn, (10.1)

De nulruimte van de matrix A bestaat uit vectoren αc en heeft dus dimensie één. Dit
betekent dat één van de rijen van A een lineaire combinatie is van de andere n−1 rijen.
Omdat A symmetrisch is, wordt deze lineaire combinatie door de vector c bepaald.
Inderdaad,

Ac = 0, oftewel c1A
1 + c2A

2 + · · ·+ cnAn = 0 ∈ Rn,

waar ci elementen van c en Ai kolommen van A zijn. Hetzelfde geldt voor de rijen Ai

van A (want A = AT ):

c1A1 + c2A2 + · · ·+ cnAn = 0 ∈ Rn. (10.2)

We nemen nu aan dat c1 6= 0. (Als c1 = 0 dan kiezen we een ander element ck van
c, ck 6= 0, en wisselen we de eerste en de k-e rijen en de eerste en de k-e kolommen
van A om. Ook wisselen we de eerste en k-e elementen van b om.) Vergelijking (10.2)
betekent voor stelsel (10.1) het volgende: als we de eerste vergelijking in (10.1) met c1

vermenigvuldigen en daar de vergelijkingen 2, . . . , n met de coëfficiënten c2, . . . , cn bij
optellen, krijgen we

c1A1 + c2A2 + · · ·+ cnAn

A2
...

An




x1

x2
...

xn

 =


c1b1 + c2b2 + · · ·+ cnbn

b2
...

bn

 , (10.3)

waarbij het linkerlid in de eerste vergelijking nul moet zijn. Als de stelsels (10.1)
en (10.3) consistent (oplosbaar) zijn, moet dus gelden dat

c1b1 + c2b2 + · · ·+ cnbn = 0, oftewel (c, b) = 0, (10.4)

waar (c, b) het inproduct van c en b is.

We hebben aangetoond dat (10.4) een noodzakelijke voorwaarde is voor de oplosbaarheid
van stelsel (10.1). Dat deze voorwaarde ook voldoende voor de oplosbaarheid is, laten
we nu zien. Stel dat conditie (10.4) geldt. We nemen nog steeds aan dat c1 6= 0 (anders
wisselen we de rijen en de kolommen om zoals eerder beschreven). We vermenigvuldigen
de eerste vergelijking in (10.1) met c1 en tellen daar de vergelijkingen 2, . . . , n met de
coëfficiënten c2, . . . , cn bij op, het resultaat is een stelsel in formule (10.3) waarbij de
voorwaarden (10.2) en (10.4) gelden:

nul rij
A2
...

An




x1

x2
...

xn

 =


0
b2
...

bn

 , oftewel
[

0 . . . 0
Â1 . . . Ân

]
x1

x2
...

xn

 =


0
b2
...

bn

 ,
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waar Âj ∈ Rn−1, j = 1, . . . , n de kolommen Aj zijn van de matrix A zonder het eerste
element. De eerste vergelijking in dit stelsel is 0 = 0 en kan daarom buiten beschouwen
gelaten worden:

[
Â1 . . . Ân

]


x1

x2
...

xn

 =

b2
...

bn

 , (10.5)

Dit stelsel is equivalent aan (10.1). Als x ∈ Rn een oplossing van (10.1) is dan zijn de
vectoren x + βc, β ∈ R ook de oplossingen van (10.1), want A(x + βc) = Ax + βAc =
Ax + 0 = b. Stel dat één oplossing x̂ = x + βc bekend is. We kiezen β zodanig dat het
eerste element van x1 van de vector x nul is:

0 = x1 = x̂1 − βc1 ⇔ β = x̂1/c1.

Deze oplossing x (met x1 = 0) zullen we nu bepalen. Substitueren van x in (10.5) levert
het volgende op:

x1︸︷︷︸
=0

Â1 + x2Â
2 + · · ·+ xnÂn =

b2
...

bn

 ⇔
[
Â2 . . . Ân

]︸ ︷︷ ︸
Â

x2
...

xn

 =

b2
...

bn

 ,

waar Â ∈ R(n−1)×(n−1) de matrix A is, waarbij de eerste rij en de eerste kolom ontbreken.
De matrix Â is niet singulier. Inderdaad, omdat de nulruimte van A dimensie één heeft,
is de rank van A gelijk aan n− 1. Dat wil zeggen dat slechts één van de rijen van A een
lineaire combinatie is van de andere n− 1 rijen die lineair onafhankelijk zijn. Uit (10.2)
zien we dat de eerste rij een lineaire combinatie is van de andere rijen:

A1 = −c2

c1
A2 − · · · −

cn

c1
An.

De andere n − 1 rijen A2, . . . , An moeten dan lineair onafhankelijk zijn, anders is de
rank van A minder dan n− 1. Vanzelfsprekend geldt de lineaire onafhankelijkheid van
A2, . . . , An ook voor deze rijen, waarbij sommige elementen buiten beschouwing zijn
gelaten, dus ook voor de rijen Â2, . . . , Ân van de matrix Â. De matrix Â is dus niet
singulier en heeft een inverse matrix Â−1 zodanig datx2

...
xn

 = Â−1

b2
...

bn

 .

Hiermee bepalen we de elementen x2, . . . , xn van de oplossing x van stelsel (10.1), het
eerste element van x is x1 = 0.

(b) Deze uitwerking herhaalt grotendeels de oplossing van het vorige vraagstuk. We nemen
nog steeds aan dat c1 6= 0 (anders wisselen we de rijen en de kolommen in A om
zoals eerder beschreven). Zoals eerder is opgemerkt, kunnen we een oplossing x ∈ Rn

van (10.1) zoeken, zodanig dat het eerste element x1 van x nul is. (Inderdaad, als x ∈ Rn

een oplossing is dan zijn de vectoren x + βc, β ∈ R ook de oplossingen van (10.1), want
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A(x + βc) = Ax + βAc = Ax + 0 = b. Stel dat één oplossing x̂ = x + βc bekend is. We
kunnen dan β kiezen, zodanig dat het eerste element van x nul is: 0 = x1 = x̂1 − βc1,
oftewel β = x̂1/c1.) Deze vector x (met x1 = 0) zullen we nu bepalen. We substitueren
x in (10.3) en maken gebruik van (10.2) en (10.4):

nul rij
A2
...

An




0
x2
...

xn

 =


0
b2
...

bn

 .

In dit stelsel (waar x2, . . . , xn nog te bepalen zijn) doet de eerste kolom in de matrix
er niet toe: deze wordt met x1 = 0 vermenigvuldigd. Daarom kunnen we deze eerste
kolom buiten beschouwen laten:

0 0 . . . 0
0 Â2
...

...
0 Ân




0
x2
...

xn

 =


0
b2
...

bn

 ,

waar Âi de rijen Ai zijn van de matrix A zonder het eerste element. Dit laatste stelsel
kunnen we aanpassen als

1 0 . . . 0
0 Â2
...

...
0 Ân


︸ ︷︷ ︸

Ã


x1

x2
...

xn

 =


0
b2
...

bn


︸ ︷︷ ︸

b̃

, oftewel Ãx = b̃. (10.6)

De matrix Ã is niet singulier dan en slechts dan als de matrix Â ∈ R(n−1)×(n−1), be-
staande uit de rijen Â2, . . . , Ân, niet singulier is. Deze matrix is niet singulier omdat
de rijen A2, . . . , An van A (en dus ook de rijen Â2, . . . , Ân van Â) lineair onafhankelijk
zijn. Dat dit zo is, volgt het feit dat de dimensie van de nulruimte van A één is en dus
heeft A n− 1 lineair onafhankelijke rijen (de rank van A is n− 1). Uit (10.2) en c1 6= 0
volgt dat de eerste rij A1 van A een lineaire combinatie is van de andere rijen A2, . . . ,
An. Deze rijen moeten dan lineair onafhankelijk zijn, anders is de rank van A minder
dan n− 1.

Het stelsel (10.6) heeft dus een niet-singuliere matrix Ã en de oplossing x hiervan is een
oplossing van (10.1).
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11. Het ene verschil is de andere niet A. Smeets, Universiteit Leuven

We bewijzen dat voor elk priemgetal q dat (n + 1)p − np deelt geldt dat q ≡ 1 (mod p).
Daaruit volgt dan direct het resultaat voor willekeurige delers van (n + 1)p − np.

Zij q dus een priemgetal zodat (n + 1)p − np ≡ 0 (mod p). Merk op dat n en n + 1 niet
deelbaar kunnen zijn door q. Bijgevolg hebben beide getallen een multiplicatieve inverse in
Z×q . We vinden zo dat αp ≡ 1 (mod q), waarbij α = n−1 · (n + 1). Bijgevolg is de orde van
α in Z×q een deler van p, en dus is de orde van α gelijk aan 1 of gelijk aan p. De orde van α
kan echter niet gelijk zijn aan 1, want dan zou n−1 · (n + 1) ≡ 1 (mod q) en dus n ≡ n + 1
(mod q). We besluiten dat de orde van α gelijk is aan p. Omdat αq−1 ≡ 1 (mod q) moet
q − 1 deelbaar zijn door de orde van α, en bijgevolg is q ≡ 1 (mod p).
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• heeft u een goede beheersing van de Nederlandse en Engelse taal.

Wilt u meer informatie over deze functie en heeft u belangstelling 

voor een carrière bij Zanders? Neem dan contact op onze Human 

Resources Manager Sjoeke Kamphuis.

Zanders
T.a.v. Mevrouw S. Kamphuis

Postbus 221, 1400 AE Bussum

Telefoonnummer: 035 692 89 89

E-mailadres: solliciteren@zanders.nl

Website: www.careeratzanders.com

Heeft u Wiskunde of Informatica 

gekozen als afstudeerrichting? 

Dat komt goed uit, want wij zijn op zoek 

naar ambitieuze en oplossingsgerichte

Junior Consultants 
voor Treasury 
Automatisering
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